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Lexique :
Cn : 
y
le d'ordre n.
CHn : 
haîne de longueur n.
Kn : graphe 
omplet d'ordre n.
PK∆ : graphe 
onstitué de sous graphes 
omplets d'ordre ∆, 
onne
tés
omme dé
rit en 3.1.2.
En,m : pseudo-étoile à n sommets et m arêtes.
Hn : graphe à 2n sommets, obtenue à partir d'un Kn auquel on a dépla
é le
y
le extérieur.
Pn,p : puissan
e keme de 
y
le à n sommets tous de degré p.
CKn : graphes 
omplets d'ordre n 
onne
tés entre eux (en fas
iagraphe ourotagraphe).
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1 Introdu
tionOn 
onnaît le problème 
lassique de re
her
he d'un transversal dans ungraphe : on re
ouvre le graphe ave
 un nombre minimal de sommets demanière à 
e que toutes les arêtes soient en 
onta
t ave
 au moins un sommet
ouvrant. Il s'agit i
i de généraliser 
ette idée, en imposant non plus quetoute arête ait une extrémité dans l'ensemble solution, mais que toute partie
onnexe de 
ardinal ∆ + 1 possède un sommet dans l'ensemble solution, quel'on notera S tout au long de 
et arti
le.Bien sûr pour ∆ = 1 on retrouve la dé�nition du transversal, 
ar une partie
onnexe à deux éléments n'est rien d'autre qu'une arête.1.1 Dé�nition formelleDé�nition Étant donné un graphe G = (V, E) et un entier naturel ∆, onappelle ∆− dislocation un ensemble S ⊆ V de sommets de G ssi toute 
om-posante 
onnexe de G− S 
ontient au plus ∆ sommets.Remarque 1 : En général, il n'y a pas d'unique ∆ − dislocation, mais ilexiste plusieurs solutions au problème, et même éventuellement plusieurs so-lutions optimales. Notamment, il est simple de 
onstater que si ∆′ 6 ∆, alorsune ∆′ − dislocation est aussi une ∆− dislocation.Remarque 2 : Bien sûr pour ∆ = 1 on retrouve la dé�nition du transversal,
ar une partie 
onnexe à deux éléments n'est rien d'autre qu'une arête.Éléments de 
omplexité : Posons le problème de dé
ision 
orrespondant :
∆−DISLOCATION :Entrée : G = (V, E) un graphe , et k ∈ NSortie : Existe-t-il un ensemble S ⊆ V de ∆ − dislocation du graphe Gtel que |S| 6 kD'après la remarque faite plus haut, il est 
lair que pour ∆ = 1, le pro-blème se réduit au problème de dé
ision TRANSV ERSAL, qui est NP-Complet. Par ailleurs il est montré dans [GMP04℄ qu'il existe une rédu
tiondu problème ∆ − DISLOCATION à TRANSV ERSAL pour tout ∆ quimontre don
 que ∆−DISLOCATION est NP-Complet.Dans la suite de 
et arti
le, nous nous intéresserons évidemment plusparti
ulièrement aux problèmes de ∆−DISLOCATION optimale (ou bien4



minimale, i.e. ave
 |S| minimum.)1.2 Exemples de ∆− dislocationsOn représentera l'ensemble S de dislo
ation en noir dans les graphes. On
onstatera que les 
omposantes 
onnexes en blan
 ne seront jamais de taillesupérieure à ∆

∆ = 1 : Transversal

Fig. 1 � Une solution sur un graphe quel
onque pour ∆ = 1

Fig. 2 � Une solution sur un arbre pour ∆ = 1

∆ = ...Sur les mêmes graphes, on obtient :
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Fig. 3 � Une solution le même graphe quel
onque pour ∆ = 2

Fig. 4 � Une solution sur le même arbre pour ∆ = 3

6



1.3 Historique du problèmeLe problème de la dislo
ation des graphes a été formulé en 2004 par Syl-vain Gravier, Julien Mon
el et Charles Payan dans [GMP04℄, dans le 
adrede l'étude du problème d'ex
lusion des pentominos. Le problème d'ex
lusiondes pentominos, posé par Solomon Golomb dans un 
adre "mathématiquesré
réatives" (
f. [GOL94℄) est le suivant : Trouver le nombre minimum de
ases à retirer d'un damier n× k pour ex
lure tous les pentominos. Il s'agitdon
 pour nous d'une 4−dislocation, sur un graphe désigné par l'appelation
grille.Jusqu'à présent, seuls 
inq arti
les ont été rédigés sur le sujet :� [GOL94℄ est l'ouvrage de S. Golomb datant de 1994 où le problème estinitialement posé� [BOS98℄ est un 
ourt arti
le de Robert A. Bos
h dans le magazineOptima, qui présente le problème et présente également les résultatsobtenus à l'aide de la programmation linéaire. (ave
 CPLEX, version4.0.9)� [GP01℄ est un arti
le de deux 
her
heurs du laboratoire Leibniz, Syl-vain Gravier et Charles Payan. En introduisant la notion de densitéd'un ensemble de 
ases, ils montrent des résultats asymptotiques, etnotemment le résultat exa
t pour un plateau k × n où k ≤ 4� [GMP04℄ est un arti
le rédigé ave
 la même équipe, à laquelle il fautrajouter Julien Mon
el, qui a en
adré 
e présent projet. Comme nousl'avions mentionné plus haut, 
e papier généralise le problème de S.Golomb, en posant 
elui de la ∆ − dislocation. Il y est démontré que
e problème est NP-Complet, mais il y est aussi donné un algorithmedéterministe linéaire qui résoud le problème sur 
ertaines familles degraphes.� [ZER04℄ est un arti
le de Janez �Zerovnik qui s'intéresse au problème dela ∆ − dislocation sur 
ertaines familles de graphes (fas
iagraphes etrotagraphes) pour lesquels il est donné un algorithme en temps 
onstantqui donne une solution optimale.1.4 Contribution :Dans 
et arti
le, on s'intéresse d'abord au 
as des arbres, et on donneranotamment un formule donnant la solution optimale sur les arbres 
omplets(quelque soit leur arité).On étudie ensuite les problèmes extrémaux, 
'est à dire les graphes "fa
iles"ou "di�
iles" à "disloquer". En parti
ulier, on exhibera deux familles de7



graphes qui sont des 
as extrêmes : les étoiles "itérées" (fa
iles à disloquer)et les puissan
es de 
y
les (durs à disloquer).On donnera ensuite quelques appli
ations possibles au problème de dislo
a-tion, qui reposent sur l'idée de "seuil limite".Ensuite, on ira expliquer les algorithmes que nous avons testé à l'aide dulanguage C++. Nous présenterons les di�érentes stratégies apliquées pourl'approximation (heuristique, re
uit simulé) et leuir pré
ision, et en�n un al-gorithme exa
t.En�n, on tentera d'apporter quelques éléments nouveaux sur la 
omplexitéen posant la question d'un algorithme d'approximation e�
a
e.2 Dislo
ation des ArbresComme dans de nombreux problèmes en théorie des graphes, le 
as desarbres a de grandes 
han
es d'être assez fa
ile à traiter. En e�et on peutalors se donner un sens de par
ours naturel des feuilles vers la ra
ine, et 
equi est probablement plus important, l'arbre a toujours lo
alement la mêmestru
ture, inspirant des raisonnements par indu
tion. Il est don
 logique de
ommen
er par 
es graphes parti
uliers.2.1 Cas d'une 
haîneLa 
haîne semble être l'arbre le plus simple à disloquer algorithmique-ment, étant donnée sa stru
ture régulière. On 
ommen
e don
 par étudier, à
∆ �xé, le nombre ρn,∆ de ∆-dislo
ation d'une 
haîne à n sommets (et don

n− 1 arêtes).On remarque que ρn,∆ est une fon
tion 
roissante de n, 
ar on peut toujoursdéduire un ensemble solution sur une 
haîne de longueur n à partir d'unesolution optimale pour une 
haîne de longueur m > n par restri
tion.

Fig. 5 � Une solution sur une 
haîne pour ∆ = 3Intuitivement, il su�t de "dé
ouper" la 
haîne en mor
eaux de longueur
∆+1, puis de retirer un sommet à 
haque jon
tion. Cette 
ondition est en faitégalement né
essaire, la démonstration utilisant l'ensemble des sous-
haînes8



et un raisonnement par indu
tion que l'on ne détaille pas i
i.Théorème :Soit G une 
haîne à n sommets (et don
 n− 1 arêtes). ∀∆ ∈ N
∗ on a :

ρn,∆ =
⌊

n
∆+1

⌋Démonstration :Comme toute partie 
onnexe (sous-
haîne de G) de 
ardinalité ∆ + 1
ontient au moins un élément de S, on obtient fa
ilement :
ρn,∆ ≥

⌊ n

∆ + 1

⌋

,
ar il existe toujours au moins ⌊

n
∆+1

⌋ sous-
haînes de longueur ∆ + 1.Il est ensuite aisé de montrer par ré
urren
e que toute solution qui 
onsisteà prendre ⌊

n
∆+1

⌋ sommets tous distants de ∆ deux à deux dans S est for
é-ment une ∆− dislocation valide.D'après l'inégalité qui pré
ède, 
ette solution sera don
 optimale, et on adon
 montré la formule voulue.Remarque : L'uni
ité d'un ensemble de dislo
ation optimal est fausse en géné-ral (en fait dès que n mod (∆+1) < ∆ pour la 
haîne (resp. (n−1) mod (∆+
1) < ∆ pour le 
y
le), 
omme le montre l'exemple suivant, après avoir retiréun sommet du 
y
le :Une 5-dislo
ation s'obtient en enlevant n'importe quel paire de sommets,une 4-dislo
ation en supprimant deux sommets diamétralement opposés parexemple, ..et
. Pour une 2-dislo
ation, il faut et il su�t de prendre un som-met sur trois après suppression d'un sommet quel
onque, 
omme on le verrabient�t.2.2 Cas de l'arbre 
ompletOn va utiliser dans 
ette se
tion l'algorithme dé
rit dans [GMP04℄ sur ladislo
ation des arbres.On 
ommen
e don
 par montrer que 
elui-
i est 
orre
t (la linéarité du tempsd'exé
ution étant 
laire en prenant pour opération élémentaire le traitementd'une feuille), après l'avoir rappelé brièvement :Algorithme : 9



Fig. 6 � ∆− dislocations sur un 
y
le à 7 sommets.1. Initialisation : donner un poids de 1 à 
haque n÷ud, S ← ∅2. Tant qu'il reste un n÷ud dans l'arbre, faire :(a) Tant qu'il reste une feuille f de poids 1 dans l'arbre, faire :i. Poids(pere(f)) ← poids(pere(f))+1ii. Supprimer f de l'arbre(b) Tant qu'il reste une feuille f de poids > ∆, faire :i. S ← S ∪ {f}ii. Supprimer f de l'arbre3. Retourner S, ρ = |S|Justi�
ation de l'optimalité :On montre par ré
urren
e �nie qu'après k suppressions de n÷uds dans l'arbrevia l'algorithme, on a en fait 
hoisit k sommets faisant partie d'une solutionoptimale de ∆-dislo
ation sur l'arbre.Initialisation : La propriété est 
laire pour k = 0.Hérédité : Soit k ∈ [0, .., |S| − 1] où S désigne un ensemble de dislo
ationoptimal, et supposons e�e
tuées k suppressions de sommets.Faisons tourner l'algorithme jusqu'au pro
hain ajout de feuille dans S (
emoment arrive, 
ar lorsqu'on supprime une feuille pour l'ajouter dans S, lessous-arbres 
orrespondant aux feuilles supprimées dans 
ette étape sont de
ardinal au plus ∆ par hypothése de ré
urren
e).10



Notons alors f 
ette feuille, de poids p > ∆, 
orrespondant à un 
ertain sous-arbre. Le poids de la ra
ine an
iennement supprimée du sous-arbre gau
heest inférieur ou égal à ∆, de même pour 
elui de l'an
ienne ra
ine du sous-arbre droit.Le sous-arbre de ra
ine f est 
onnexe et 
ontient plus de ∆ + 1 sommets :un des 
es sommets appartient alors né
essairement à S. D'après 
e qui pré-
ède il su�t d'en prendre un : f . De plus en faisant 
e 
hoix on minimise lataille de l'arbre résultant (qui 
ontient de toutes façons au moins le père de
f et ses n÷uds as
endants). Don
 
e 
hoix optimise e�e
tivement le nombrede dislo
ation d'un arbre résultant, et on en déduit que f fait partie d'unesolution optimale de ∆-dislo
ation sur l'arbre.Notons n le nombre de sommets de l'arbre 
omplet m-aire, h sa hauteurégale par dé�nition à la longueur du plus grand 
hemin de la ra
ine à unefeuille, la hauteur d'un arbre réduit à sa ra
ine valant 0 par 
onvention.On a h = ⌊logm(n)⌋.Nombre de dislo
ation de l'arbre 
omplet :L'algorithme que nous venons de présenter, appliqué à un arbre binaire
omplet pour une 2-dislo
ation nous permet d'avoir une bonne idée de laforme des solutions sur les arbres 
omplets m-aires. En e�et, la solution don-née par l'algorithme est de la forme suivante :Suivant 
ette solution, toute 
haîne reliant une feuille et la ra
ine l'arbre

Fig. 7 � Une 2-dislo
ation sur un arbre binaire 
omplet.a subi une 1-dislo
ation. On peut en fait montrer qu'une solution optimale11



donnée par l'algorithme en question a pour e�et de diviser toutes les 
haînespartant de la ra
ine et arrivant aux feuilles selon une T -dislo
ation, où Test la distan
e à une feuille du premier noeud disloqué par l'algorithme. Test égal à T∆ = ⌈((m − 1)∆ + m)logm⌉. Cela revient à diviser l'arbre en"étages".

Fig. 8 � Une 3-dislo
ation sur un arbre binaire 
omplet.

Fig. 9 � Une 7-dislo
ation sur un arbre binaire 
omplet.Intuitivement, on a obtenu 
e résultat en remarquant que pour une 2-dislo
ation il faut mettre un étage sur deux dans l'ensemble solution opti-mal. Pour une 3-dislo
ation, un sur trois, puis en
ore un sur trois pour une
4-dislo
ation ..et
. Il semblait y avoir un rapport "presque logarithmique"entre ∆ et T . On a alors montré une relation simple sur les T∆ sur l'arbrebinaire : T∆ = 2(T∆−1 + 1), 
e qui permet d'exprimer T en fon
tion de ∆, et12



Fig. 10 � Une 15-dislo
ation sur un arbre binaire 
omplet.qui donne don
 une solution optimale d'après 
e qui pré
ède en prenant unétage sur T dans l'arbre 
omme indiqué. On a ensuite extrapolé pour obtenirune formule générale.Poids p d'un noeud marqué par l'algorithme :Considérons un arbre m-aire 
omplet.Notons d la distan
e qui sépare un noeud d'une feuille de l'arbre. Suivantnotre algorithme, le poids de la première feuille rajoutée à l'ensemble S estégal au nombre de sommets du sous-graphe ayant 
e noeud 
omme ra
ine,
'est à dire ∑d
k=0 md−k = md+1−1

m−1
.Une T -Dislo
ation sur les 
haîneIl est alors aisé d'identi�er les premiers sommets qui sont insérés dansl'ensemble S lors d'une ∆-dislo
ation. D'après l'algorithme, on voit que 
esont les sommets véri�ant

⌊ p

∆ + 1

⌋

≥ 1,autrement dit les premiers sommets qui en remontant dans l'arbre ont unpoids stri
tement plus grand que ∆.On obtient don
 �nalement le résultat suivant :
T = ⌈logm((m− 1)∆ + m)⌉Remarque : L'arbre m-aire 
omplet ayant la même stru
ture après suppres-sion d'un nombre quel
onque de ses derniers étages, on en déduit par in-du
tion que toutes les 
haînes partant de la ra
ine et arrivant aux feuilles13



subissent une T -dislo
ation optimale, où T est la distan
e à une feuille dupremier noeud séle
tionné par l'algorithme.Nombre optimal de dislo
ationPuisqu'il est entendu que l'agorithme que nous appliquons est optimal surles arbres, on va pouvoir donner le nombre de dislo
ation d'un arbre 
ompletdans le 
as général.Notons n le nombre de sommets de l'arbre 
omplet m-aire, h sa hauteur.Nous allons maintenant dénombrer les sommets de S lorsque l'algorithmetermine. Il faut don
 sommer sur tous les éléments appartenant aux T -dislo
ations des 
haînes de longueur h. D'après 
e qui pré
ède sur l'étudedes 
haînes, on déduit :
ρn,∆ =

⌊h/T ⌋
∑

l=1

mh−T l

= mh m−T −m−T (⌊h/T ⌋+1)

1−mT

=
mh −mh mod (T∆)

mT∆ − 1On a don
 :
ρn,∆ = mh−mh mod (T∆)

mT∆−1ave

T∆ = ⌈logm((m− 1)∆ + m)⌉ et h = ⌊logm(n)⌋2.3 Autres arbresBien sûr on ne peut pas donner de formule générale pour un arbre, nimême pour un arbre lo
alement 
omplet 
ar le nombre de ∆-dislo
ationdépend fortement de la stru
ture de l'arbre. Par exemple :Cependant, on peut utiliser un peu le même type de raisonnement quepour la 
haîne pour régler le 
as du peigne m-aire :On voit que si m ≥ ∆, l'algorithme va donner un poids plus grand que ∆+1à 
haque n÷ud intérieur, qui feront don
 tous partie de l'ensemble optimalde dislo
ation. Or les n÷uds intérieurs forment 
lairement un ensemble de14



Fig. 11 � Arbre binaire 
omplet, 7 sommets, où ρ1 = 2

Fig. 12 � Un peigne, 7 sommets, où ρ1 = 3.
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∆-dislo
ation quel que soit ∆, 
ar toutes les parties 
onnexes résultantes deleur suppression sont 
onstituées d'un unique sommet.Dans 
e 
as on a don
 ρh,∆ = ⌊logm(n)⌋ = h.L'étude du se
ond 
as est quelque peu plus 
omplexe, et né
essite les mêmesoutils que pour l'arbre 
omplet.Notons v1, ..., vh les noeuds internes de la ra
ine vers les feuilles les pluséloignées de la ra
ine (si h = 0, il n'y a pas de n÷uds internes).Tout d'abord on remarque qu'une appli
ation de l'algorithme dans laquelleon supprimerait systématiquement les noeuds internes mettrait des poids de
m + 1, m, ..., m respe
tivement sur vh, vh−1, ..., v1 (ré
urren
e immédiate).On 
ommen
e don
 par remonter les m feuilles les plus éloignées de la ra
ine,
e qui donne un poids de m + 1 sur vh, qui remonte à son tour vers vh−1.Ensuite, on remonte les m − 1 autres �ls de vh−1, 
e qui donne un poids de
2m + 1 sur vh−1.Si 2m+1 > ∆, on met vh−1 dans S et on 
ontinue ; sinon, on remonte en
orejusqu'à vh−2 qui porte alors un poids de 3m + 1 ..et
. On s'arrête quand ontrouve k tel que km + 1 > ∆.Par division eu
lidienne :

∃! k ∈
[

2, ..,
⌊ n

m

⌋]

/ (k − 1)m + 1 ≤ ∆ < km + 1Intuitivement, on enlèvera "à peu près" 1 n÷ud interne sur k pour la
∆-dislo
ation optimale du peigne. Plus exa
tement on retire d'abord le kimen÷ud interne le plus éloigné de la ra
ine 
omme montré pré
édemment, puison est ramené à un peigne m-aire de hauteur h− k, dont on aurait suppriméune des feuilles les plus éloignées de la ra
ine. On peut faire le même raison-nement sur 
e nouveau peigne, noté P ′

h−k, asso
ié au nombre de dislo
ation
ρ′

h−k,∆.Etat a
tuel de la formule de ré
urren
e :
ρh,∆ =







1 + ρ′
h−k,∆ = 1 + ρ′

h−

(

1+

⌊

∆−1
m

⌋)

,∆

si ∆ < n

0 si ∆ ≥ nSi h ≤ k + 1,
∃! k′ ∈

[

2, ..,
⌊n− (km + 1)

m

⌋]

/ (k′ − 1)m ≤ ∆ < k′m16



Sinon, on a 
lairement ρh,∆ = 1 + 0 = 1.Plaçons-nous dans le premier 
as ; on a alors la formule générale de ré
urren
esuivante, k′ ne dépendant que de m et ∆ :
ρ′

h−k,∆ = 1 + ρ′
h−k−k′,∆

ρ′
h−k,∆ = 1 + ρ′

h−k−
(

1+
⌊

∆
m

⌋)

,∆Une résolution immédiate donne
ρ′

h−k,∆ =

⌊

h− k

1 +
⌊

∆
m

⌋

⌋

+ ρ′

(h−k) mod
(

1+
⌊

∆
m

⌋)

,∆

=

⌊

h− k

1 +
⌊

∆
m

⌋

⌋

,
ar les peignes P ′
l n'ont que m− 1 feuilles sur leur n÷ud interne le plus éloi-gné de la ra
ine, 
e qui implique ρ′

(h−k) mod
(

1+⌊∆
m
⌋
)

,∆
≤ ρ′

⌊

∆
m

⌋

,∆Or un arbre de hauteur ⌊

∆
m

⌋ a moins de m∆
m

= ∆ n÷uds, don
 est déjà
∆-disloqué.Don
 pour ∆ > m et h > 0, ave
 k = 1 +

⌊

∆−1
m

⌋ :
ρh,∆ = 1 +

⌊

h− k

1 +
⌊

∆
m

⌋

⌋Bien sûr si h = 0, ρh,∆ = 0 pour tout ∆.Con
lusion :
∀h ∈ N, ∀m ∈ [2, +∞], ∀∆ ∈ N

∗,
ρh,∆ =



















0 si h = 0 ou ∆ ≥ n
h si ∆ ≤ m

1 +

⌊

h−1−
⌊

∆−1
m

⌋

1+
⌊

∆
m

⌋

⌋ si ∆ > m,On véri�e que dans le 
as m = 1 on retrouve la formule pour la 
haîne :dans 
e 
as h = n + 1, et on obtient n+1
∆+1

.17



3 Re
her
he de 
as extrémauxIndépendemment de la di�
ulté du problème, il est intéressant de 
onnaîtreles stru
tures de graphes qui né
essitent le moins (resp. le plus) de sommetsdans les ensembles de dislo
ation (idéalement pour tout ∆, sinon on peutfaire l'étude pour quelques valeurs de ∆ parti
ulières). En e�et 
e 
ritèresemble pertinent en vue d'une appli
ation.3.1 Graphes fa
iles à disloquerTout d'abord, il nous faut pré
iser la notion de di�
ulté de dislo
ation.Trois dé�nitions viennent naturellement :� Les ∆-dislo
ations ave
 ∆ petit sont plus intéressantes que les autres,par exemple dans un réseau où il est né
essaire qu'un n÷ud 
ommu-nique toujours ave
 au moins deux autres :
µp(G) =

m

n

n
∑

∆=1

(n−∆)ρn,∆� Les ∆-dislo
ations ave
 ∆ grand sont plus intéressantes que les autres,par exemple dans un réseau qui doit rester ave
 des parties 
onnexesmaximales :
µg(G) =

m

n

n
∑

∆=1

∆ρn,∆� On souhaite juste que G soit globalement résistant aux dislo
ations, eton 
hoisit don
 simplement :
µs(G) =

m

n

n
∑

∆=1

ρn,∆Le terme en m
n
représente en quelque sorte la densité du graphe en nombred'arêtes par rapport ,au nombre de sommets.Étant donnée une mesure µ, on dit que G est plus fa
ile (resp. plus di�-
ile) à disloquer que G′ si µ(G) ≤ µ(G′) (resp. µ(G) ≥ µ(G′)).Comparer dire
tement des graphes pour 
es mesures risque d'être déli
at,18




ompte-tenu des dé�nitions des formules : il faudrait pouvoir 
onnaître su�-samment �nement les nombres de dislo
ation d'un graphe quel
onque. Maison peut remarquer qu'une 
ondition su�sante pour qu'un graphe G soitplus fa
ile (resp. plus di�
ile) à disloquer qu'un graphe G′ est que tous sesnombres de ∆-dislo
ation soient inférieurs (resp. supérieurs) à leurs homo-logues dans G′. On utilisera 
ette propriété par la suite.Commençons par les graphes 
onnexes ; on pourra ensuite éventuellementappliquer l'étude de 
e 
as aux graphes non 
onnexes.3.1.1 Cas 
onnexeL'étoile est 
lairement le graphe 
onnexe le plus simple à disloquer parmi
eux à n sommets. En e�et pour tout ∆ < n on a |S| = 1, et tout autregraphe 
onnexe à n sommets véri�e bien sûr |S| ≥ 1.Partons don
 de l'étoile à n sommets et n−1 arêtes, et supposons que l'ondispose de plus d'arêtes (disons, pour �xer les idées, un nombre k < n− 1 ensurplus par rapport à n− 1), il semble naturel de 
réer un début d'étoile surun des sommets extrémaux ave
 ses voisins ordonnés ; ainsi ρn,∆ = 1, pour
∆ ≥ k + 1, et ρn,∆ = 2 sinon.On voit s'amor
er une 
ara
térisation des "pseudo-etoiles" ave
 un nombrearbitraire d'arêtes.Cas géneral :Soit n ∈ N, soit m ∈

[

0, .., n(n−1)
2

].On 
onstruit le graphe suivant, appelé En,m :1. Un sommet v0 est pris 
omme réferen
e, il sera le 
entre de l'"étoile" ;les autres sommets sont numérotés de 1 à n− 12. Initialisation : i← 03. Tant qu'il reste des arêtes, faire :(a) Pour j allant de i + 1 à n− 1, 
réer l'arête (vi, vj)(b) i← i + 1On dé
ompose m de la façon suivante : m = (n− 1) + (n− 2) + (n− 3) +
... + (n− k) + r où r < (n− k − 1).Par 
onstru
tion de En,m, on sait alors que n−k sommets sont les 
entres de"pseudo-étoiles", et qu'il y a r arêtes en surplus : (vk+1, vk+2), ..., (vk+1, vk+r+1).19



Il est alors très fa
ile de trouver le nombre de ∆-dislo
ation dans 
egraphe, pour tout ∆ :
∀∆ ∈ N

∗,

ρE,∆ =







































k + 1 si ∆ ≤ r
k si ∆ ∈ [r + 1, n− k]

k − 1 si ∆ = n− (k − 1)
k − 2 si ∆ = n− (k − 2)

...
1 si ∆ = n− 1
0 si ∆ ≥ nCe qui peut être résumé en :

ρE,∆ =







k + 1 si ∆ ≤ r
k si ∆ ∈ [r + 1, n− k]

(n−∆)+ si ∆ > n− kCher
hons à 
e stade à déterminer k (qui peut être vu 
omme un indi
ede la grandeur de m par rapport à n).Par dé�nition, n− k est l'unique entier α qui véri�e
n−1
∑

α

i ≤ m <
n−1
∑

α−1

iSoit :
n(n− 1)

2
− α(α− 1)

2
≤ m <

n(n− 1)

2
− (α− 1)(α− 2)

2
(α− 1)(α− 2) < n(n− 1)− 2m ≤ α(α− 1)On obtient deux inéquations quadratiques en β = α − 1, que l'on résoutséparément.

{

β2 − β + (2m− n(n− 1)) < 0
β2 + β + (2m− n(n− 1)) ≥ 0Pour satisfaire les deux inégalités, on doit 
hoisir β dans l'intervalle
[−1 +

√

1 + 4(n(n− 1)− 2m)

2
,
1 +

√

1 + 4(n(n− 1)− 2m)

2

[D'où, 
omme k = n− α = n− β − 1 :20



k =







n− 1− −1+
√

1+4(n(n−1)−2m)

2
si √

1 + 4(n(n− 1)− 2m) est un entier impair
n− 1−

⌊

1+
√

1+4(n(n−1)−2m)

2

⌋ sinonOn sent don
 d'après la formule pré
édente que En,m est simple à dislo-quer, 
ar si m est de l'ordre de n, k est très petit devant n. Donnons pourterminer les mesures du graphe En,m (après simpli�
ations)
µp(En,m) =

m

n

n
∑

∆=1

(n−∆)ρn,∆

=
mr

n
(n− k − 1) + m

n− k − r

n
(n− k) +

m

n

n
∑

∆=n−k+1

(n−∆)2

= m
(n− k)2

n
− m

n

(k(k − 1)(2k − 1)

6
+ r

)

µg(En,m) =
m

n

n
∑

∆=1

∆ρn,∆

=
mr

n
(k + 1) + m

n− k − r

n
k +

m

n

n
∑

∆=n−k+1

∆(n−∆)

= m
k(n− k)

n
+ m

3k2(n + 1)− k(3n + 1)− 2k3 + r

6n

µs(En,m) =
m

n

n
∑

∆=1

ρn,∆

=
m

n

(

r + n− k − r
)

+
n

∑

∆=n−k+1

{n−∆}

= m
n− k

n
+ m

k(k − 1)

2n
≃ O(m) s'il y a peu d'arêtes : ρ∆,moy pro
he de 1On remarque qu'en général En,m n'est pas le plus fa
ile à disloquer pourun ∆ �xé, 
omme le montre l'exemple suivant ave
 ∆ = 3 ; en revan
he, les21



En,m ont l'avantage d'être très fa
iles à 
onstruire, et sont probablement lesstru
tures pour lesquelles les trois mesures proposées sont minimales. Ce
iétant, une démonstration semble hors de portée de 
et arti
le.
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

3.1.2 Cas dis
onnexeS'inspirant du 
as pré
édent, on imagine que des étoiles à p sommets et
p − 1 arêtes dé
onne
tées 
onstitueront des graphes fa
iles à disloquer. Orquelques problèmes se posent : une fois 
onstruit un 
ertain nombre d'étoiles,s'il reste des arêtes, vaut-il mieux les ajouter dans une étoile parti
ulière oubien en parallèlle dans 
haque étoile ? Comment 
hoisir p ?On va plut�t 
her
her de l'inspiration dans le dernier exemple du paragraphepré
édent, dont on généralise l'idée :Soient don
 n, m ∈ N ave
 m ≤ n(n−1)

2
.On 
ommen
e par la 
onstru
tion d'un graphe 
omplet d'ordre ∆ (K∆), puiss'il reste moins de ∆ sommets on inter-
onne
te 
es derniers aléatoirement ;si on a 
onstruit un graphe 
omplet et qu'il reste des arêtes, on 
hoisit unsommet dans le dernier graphe 
onstruit que l'on relie à 
eux du K∆ de dé-part ; si après avoir 
rée toutes les liaisons possibles il reste des arêtes, on
ontinue ave
 un autre sommet ..et
.S'il reste plus de ∆ sommets, on 
ommen
e la 
onstru
tion d'un se
ond K∆que l'on prend pour nouveau graphe de départ ..et
.22



Plus formellement : on e�e
tue la division eu
lidienne de n par ∆ :
n = k∆+r, r < ∆, puis on groupe les sommets en k paquets de ∆ sommets,plus un à r sommets. Tant qu'il reste des arêtes, on 
onstruit des K∆ ave
les k premiers paquets, puis on inter
onne
te aléatoirement le dernier paquetà r sommets. S'il reste des arêtes (et tant qu'il en reste), on 
onne
te ensuiteles sommets du dernier paquet à tous 
eux du keme paquet, puis à tous 
euxdu (k− 1)eme paquet ..et
. S'il reste des arêtes à la �n de 
ette opération, onre
ommen
e en 
onne
tant de la même façon le keme paquet au (k − 1)eme,jusqu'à obtenir Kn dans le 
as extrême.Sur un tel graphe, on obtient les formules suivantes pour r = 0 :

ρn,m,∆ =



































0 si m ≤ k∆(∆−1)
2

1 si k∆(∆−1)
2

< m ≤ (2k − 1)∆(∆−1)
2

2 si (2k − 1)∆(∆−1)
2

< m ≤ (3k − 3)∆(∆−1)
2

...

p si (

pk − p(p−1)
2

)∆(∆−1)
2

< m ≤
(

(p + 1)k − p(p+1)
2

)

...Soit, si m > k∆(∆−1)
2

:
(

ρn,m,∆k−ρn,m,∆(ρn,m,∆ − 1)

2

)∆(∆− 1)

2
< m ≤

(

(ρn,m,∆+1)k+
ρn,m,∆(ρn,m,∆ + 1)

2

)∆(∆− 1)

2Double inégalité de degré 2 que l'on résout pour trouver �nalement que ρn,m,∆est l'unique entier dans l'intervalle [

− 3
2

+
√

1
4

+ 4m
∆−1

,−1
2

+
√

1
4

+ 4m
∆−1

[.Cas r > 0 :
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ρn,m,∆ =















































































































0 si m ≤ k∆(∆−1)
2

+ r(r−1)
2

1 si k∆(∆−1)
2

+ r(r−1)
2

< m ≤ 2k∆(∆−1)
2

+ r(r−1)
2

2 si 2k∆(∆−1)
2

+ r(r−1)
2

< m ≤ 3k∆(∆−1)
2

+ r(r−1)
2

...

r − 1 si (r − 1)k∆(∆−1)
2

+ r(r−1)
2

< m ≤ rk∆(∆−1)
2

+ r(r−1)
2

r si rk∆(∆−1)
2

+ r(r−1)
2

< m ≤ (rk + k − 1)∆(∆−1)
2

+ r(r−1)
2

r + 1 si (rk + k − 1)∆(∆−1)
2 + r(r−1)

2 < m ≤ (rk + 2k − 3)∆(∆−1)
2 + r(r−1)

2

...

p si `

rk + (p − r)k − (p−r)(p−r+1)
2

´ ∆(∆−1)
2

< m ≤
`

rk + (p − r + 1)k − (p−r+1)(p−r+2)
2

´ ∆(∆−1)
2

...On remarque que l'on peut souvent 
onstruire un graphe plus fa
ile àdisloquer que dans le 
as 
onnexe.De plus quand la 
onstru
tion dis
onnexe arrive à un graphe 
onnexe (sile nombre d'arêtes le permet), on obtient de nouvelles stru
tures 
onnexesfa
iles à disloquer ; on devrait alors pouvoir montrer que 
elles-
i sont globale-ment plus di�
iles à disloquer que les pseudo-étoiles pré
édemment 
onstruites.3.2 Chaîne et 
y
le : di�
iles à disloquer ?La 
haîne est un arbre à n sommets (et don
 n−1 arêtes). En fait imposerà un graphe d'avoir moins d'arêtes que de sommets et d'être 
onnexe revientà dire que 
'est un arbre : en e�et si 
e graphe possède un 
y
le, 
haqueajout de sommet à partir de 
e 
y
le se fera né
essairement ave
 un ajoutd'arête ; on ne pourra don
 pas faire baisser le nombre d'arêtes par rapportau nombre de sommets.Il su�t don
 de montrer que la 
haîne est l'arbre le plus di�
ile à disloquerparmi les arbres à n sommets.Or 
e dernier résultat est évident en examinant 
e que fait l'algorithme dedislo
ation d'arbres : à 
haque ajout d'un sommet v dans S, le sous-arbrede ra
ine v est de poids ≥ ∆, don
 on ajoute moins d'un sommet sur ∆ + 1dans S. Or pour la 
haîne on ajoute exa
tement un sommet sur ∆ + 1 dans
S. D'ù le résultat. 24



Théorème :La 
haîne est l'arbre à n sommets le plus di�
ile à disloquerOn montre maintenant que le 
y
le est le graphe 
onnexe à n sommets et
n arêtes le plus di�
ile à disloquer, pour tout ∆.Tout d'abord, on a la formule suivante pour la ∆-dislo
ation du 
y
le Cndéduite dire
tement de 
elle pour la 
haîne :

ρCn,∆ = 1 +
⌊

n−1
∆+1

⌋Soit G un graphe 
onnexe à n sommets et n arêtes.
Hn : Pour tout ∆ dans N

∗, pour tout graphe 
onnexe G à n sommets et narêtes, ρG,∆ ≤ ρCn,∆Démonstration :Soit n ∈ N. Soit G un graphe 
onnexe à n sommets et n arêtes. On vamontrer Hn en deux étapes :1. On montre que G possède un unique 
y
le2. On montre en utilisant une variante de l'algorithme sur les arbres que
G est plus fa
ile à disloquer que le 
y
le

1− On 
ommen
e par 
onstater que G 
ontient toujours un 
y
le, 
ar toutgraphe à n sommets et n arêtes s'obtient à partir du 
y
le par dépla
ementd'arêtes. La preuve 
orre
te se fait don
 par ré
urren
e (l'initialisation étantimmédiate) : supposons qu'àprès un 
ertain nombre de 
hangement d'arêtes,
G possède le 
y
le (v1, v2, ..., vk = v1). Soit alors (u, v) une arête de G quel'on dépla
e. Si (u, v) n'est pas une arête du 
y
le, la propriété reste vraie aurang suivant. Si en revan
he (u, v) = (vi, vi+1), il faut regarder de plus prèsla stru
ture de G après suppression de (u, v), mais avant son rajout :Certains sommets parmi 
eux de l'an
ien 
y
le sont les ra
ines d'arbores-
en
es (
ar G avait un unique 
y
le par hypothèse de ré
urren
e), et lesautres sommets ne sont que de degré 2. On en déduit que G est à présent unarbre, et don
 le rajout de l'arête (u, v) aura pour e�et de 
réer un unique
y
le (propriété 
onnue).D'où le résultat annon
é. 25



2− G est ainsi 
onstitué d'un unique 
y
le (v1, v2, ..., vk = v1), dont 
ertainssommets sont ra
ines d'arbores
en
es, les autres étant simplement de degré 2.La résolution algorithmique est alors 
laire : il su�t d'appliquer l'algorithmefon
tionnant sur les arbres à 
haque arbores
en
e enra
inée, en remontantjusqu'à la ra
ine qui se retrouve non pas supprimée 
omme si on avait un vraiarbre, mais a�e
tée d'un poids 
ompris entre 1 et m∆ où m est le nombre dedes
endants de la ra
ine. Bien sûr les n÷uds ayant ainsi un poids plus grandque ∆+1 appartiennent à S, l'ensemble optimal de dislo
ation. Il nous resteplus qu'à disloquer optimalement un 
y
le "ave
 poids" ou bien une réuniondisjointe de 
haînes "ave
 poids" dans le 
as où une des ra
ines a un poidsplus grand que ∆ + 1.Il faut faire attention 
ar on ne se ramène pas fa
ilement au se
ond 
as lorsquel'on est dans le premier en supprimant un sommet de plus haut poids, étantdonné l'absen
e de symétrie du problème.Tout d'abord on remarque que le nombre de n÷uds dans l'ensemble dedislo
ation à la �n de l'appli
ation de l'algorithme de dislo
ation d'arbres(et don
 avant de supprimer les sommets de poids trop grand dans le 
y
leobtenu) est majoré par ⌊

n−P
∆+1

⌋ où P est le poids total du 
y
le, d'après leparagraphe démontrant que la 
haîne est l'arbre le plus di�
ile à disloquer.Il su�t don
 de montrer qu'on ajoutera ensuite moins de 1+
⌊

P−1
∆+1

⌋ sommetsdans S, étant donné l'inégalité ⌊

a+b
c

⌋

≥
⌊

a
c

⌋

+
⌊

b
c

⌋.Ce dernier résultat se montre fa
ilement en 
hoisissant d'abord un sommet deplus haut poids, puis en appliquant l'algorithme de dislo
ation d'une 
haînequi marque un sommet si et seulement si le poids total P ′ de ses prédé
es-seurs est ≤ ∆, et que son poids ajouté à P ′ est > ∆ : lorsqu'on marque unsommet, on fait diminuer le poids total d'au moins ∆ + 1. Étant donné quele poids total disponible alors est ≤ P − 1, on a démontré 
e qu'on voulaiten re
ollant les mor
eaux.Théorème :Le 
y
le est le graphe 
onnexe à n sommets et n arêtes le plus dif-�
ile à disloquerQu'en est-il lorsque l'on impose plus à G d'être 
onnexe ?
G est alors 
onstitué de parties 
onnexes disjointes, 
ha
une ayant p sommetset q arêtes tels que la somme des p (resp. q) donne n. On observe que si unedes sous-parties 
onnexes a plus d'arêtes que de sommets, alors il y a a − ssommets isolés dans le graphe, où a est le nombre d'arêtes de la 
omposante
onnexe et s son nombre de sommets. On peut don
 séparer les 
omposantes26




onnexes en deux : 
elles qui ont un unique sommet, et 
elles à plus d'unsommet.On a�ne 
ette 
lassi�
ation en séparant les 
omposantes 
onnexes à plus d'unsommet en trois 
atégories : 
elles qui ont p sommets et p − 1 arêtes (desarbres, don
), 
elles à p sommets et p arêtes (on se ramène alors au 
as pré-
édent), et les autres (qui ont trop d'arêtes). Dans les 
omposantes 
onnexesqui ont trop d'arêtes on peut faire la majoration grossière du nombre de dis-lo
ation par q − p + 1 +
⌊

p−1
∆+1

⌋, et dans les autres on obtient respe
tivementles majorations par ⌊

p
∆+1

⌋ et 1 +
⌊

p−1
∆+1

⌋.Notons U = {Gk}k∈[1,..,p] l'ensemble des sous-graphes 
onnexes qui sontdes arbres, V = {G′
k}k∈[1,..,p′] l'ensemble des sous-graphes 
onnexes ave
 au-tant de sommets que d'arêtes, W = {G′′

k}k∈[1,..,p′′] l'ensemble des sous-graphes
onnexes ave
 un surplus d'arêtes et en�n {vk}k∈[1,..,q] l'ensemble des sommetsisolés. On a la relation
∑

G∈W

(mG − nG) = q,ave
 les notations évidentes. On obtient don
 :
ρn,∆ ≤

∑

G∈U

⌊ nG

∆ + 1

⌋

+
∑

G∈V

{

1 +
⌊nG − 1

∆ + 1

⌋}

+ q +
∑

G∈W

{

1 +
⌊nG − 1

∆ + 1

⌋

}On voit maintenant que la majoration par q−p+1+
⌊

p−1
∆+1

⌋ était trop gros-sière, 
ar si l'on dispose de n(n−1)
2

sommets, et que l'on 
onstruit un graphe
omplet d'ordre n 
otoyant n(n−3)
2

sommets isolés, on aboutit à ρn(n−1)
2

,∆
≤

α + n(n−3)
2

où α ≥ 0. Or pour ∆ = n, on devrait avoir la majoration
ρn(n−1)

2
,∆
≤ 1 + n−1

2
.Finalement, on ne peut pas donner de démonstration générale si l'on n'estpas 
apables de majorer �nement les nombres de dislo
ation dans un graphe
onnexe quel
onque, tâ
he qui semble déli
ate.Donnons en 
on
lusion les mesures appro
hées de la 
haîne et du 
y
le,pour n "grand" :Chaîne :
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µp(CHn) =
n− 1

n

n
∑

∆=1

(n−∆)ρn,∆

=
n− 1

n

n
∑

∆=1

(n−∆)
⌊ n

∆ + 1

⌋

≃ n2ln(n)− n2 + nln(n)

= n2(ln(n)− 1) + nln(n)

µg(CHn) =
n− 1

n

n
∑

∆=1

∆
⌊ n

∆ + 1

⌋

≃ n2 − nln(n)

µs(CHn) =
n− 1

n

n
∑

∆=1

⌊ n

∆ + 1

⌋

≃ nln(n)Cy
le :
µp(CHn) =

n− 1

n

n
∑

∆=1

(n−∆)ρn,∆

=
n− 1

n

n
∑

∆=1

(n−∆)
(

1 +
⌊ n− 1

∆ + 1

⌋)

≃ n2(ln(n)− 1) + nln(n) +
n + 1

2

µg(CHn) =
n− 1

n

n
∑

∆=1

∆
(

1 +
⌊ n− 1

∆ + 1

⌋)

≃ n2 − nln(n) +
n + 1
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µs(CHn) =
n− 1

n

n
∑

∆=1

(

1 +
⌊ n− 1

∆ + 1

⌋)

≃ n(ln(n) + 1)Bien sûr le 
y
le et la 
haîne sont asymptotiquement de même di�
ultéde dislo
ation.3.3 Une généralisation du 
y
leEn s'inspirant du 
as pré
edent, on a pensé que les puissan
es de 
y
les se-raient les graphes les plus di�
iles à disloquer parmi tous 
eux ayant le mêmenombre de sommets et d'arêtes. Dé�nissons d'abord 
e qu'est une puissan
ede 
y
le dans le 
as où tous les sommets sont de degré pair, à n sommets :Soit p ∈ 2N, p = 2k.Si p = 0, le graphe est un nuage de points sans arêtes. Sinon, on 
ommen
epar 
onstruire le 
y
le à n sommets, puis si les degrés des n÷uds sont en
oretrop petits, on 
rée les arêtes (vi, vi+2 mod n) ; si les degrés sont en
ore troppetis (ils valent maintenant 4), on 
rée les arêtes (vi, vi+3 mod n) ..et
.Soit ∆ ∈ N
∗.Observons tout d'abord qu'une solution pour la ∆-dislo
ation s'obtient en
hosissant une 
haîne (
haîne au sens du plus grand 
y
le) de longueur ∆+k,puis en dé
oupant le plus grand 
y
le suivant 
ette 
haîne en ⌊

n
∆+k

⌋ 
haînes
onsé
utives de longueur ∆+k. On prend les k premiers sommets de 
haque
haîne ainsi dé�nie, et il nous reste une 
haîne de longueur ∆+n mod (∆+k),que l'on disloque fa
ilement ave
 min {k, n mod (∆+k)} sommets. Les som-mets "
oin
és" entre deux paquets de k sommets de S ne 
ommuniquent pasave
 les autres sommets, don
 on a bien une ∆-dislo
ation.On obtient ainsi un majorant de ρn,p,∆ : k
⌊

n
∆+k

⌋

+ min {k, n mod (∆ + k)}.On va montrer que 
e majorant est en fait optimal.Pour 
ela, 
ommençons par montrer que pour toutes 
haîne de longueur ∆+kaura au moins k sommets dans S, où S est un ensemble de dislo
ation opti-mal.Soit don
 C = (v1, ..., v∆+k) une 
haîne de longueur ∆ + k. On montreque pour toute paire de sommets il y a au moins k 
hemins disjoints au sensdes sommets les reliant.Soient vi, vj deux sommets distin
ts de C, ave
 i < j.29



Il su�t de faire des pas de longueur k en partant de vi vers la droite, puislorsqu'on dépasse vj ou que l'on ne peut plus avan
er on rejoint vj par unearête. On re
ommen
e par un pas de longueur 1 vers la droite au départde vi, puis à nouveau des pas de longueur k ..et
. lorsqu'on arrive à α telque i + α = j, on e�e
tue d'abord un pas en arrière puis à nouveau des pasde longueur k vers vj. Ensuite, 2 pas en arrière puis des pas de longueur kjusqu'à vj 
omme pré
édemment ..et
.On en déduit que dans 
haque 
haîne de longueur ∆+k il faut supprimerau moins k sommets. Le résultat annon
é arrive alors par ré
urren
e sur
n mod (∆+k), en prenant pour hypothèse de ré
urren
e le s
héma de solutionsuivant :

Fig. 13 � Un exemple de puissan
e de 
y
le. (A 10 sommets, 4-régulier)Si n mod (∆ + k) = 0, on a trouvé une solution atteignant la borne infé-rieure 
i-dessus (en fait égale à la borne supérieure dans 
e 
as).Supposons n mod (∆+ k) = m, et que la borne supérieure soit atteinte dansle 
as n mod (∆ + k) = m− 1.Si k ≤ m−1 
'est 
lair ; sinon, on remarque qu'il faut et qu'il su�t d'ajouterun sommet dans S.Con
lusion : 30



ρn,p,∆ = k
⌊

n
∆+k

⌋

+ min {k, n mod (∆ + k)}On peut maintenant se demander si tous les graphes dont tous les som-mets sont de même degré "se ressemblent". 
'est faux ave
 le 
ontre-exemplesuivant qui n'est bien sûr pas isomorphe à une puissan
e (ou pseudo-puissan
e)de 
y
le déjà 
onstruite :

Fig. 14 � Un 
ontre-exemple : tous les sommets ont même degréOr 
e dernier exemple n'est que 1-
onnexe 
ar il su�t d'enlever une desarêtes 
entrales pour dé
onne
ter le graphe. En revan
he on voit fa
ilementque les p-puissan
es (ou pseudo-puissan
es) de 
y
le sont p 
onnexes. C'està dire que 
es graphes ont un nombre de 
onnexité maximal (
elui-
i ne pou-vant ex
éder le degré maximal d'un n÷ud, i
i p). Il doit y avoir un lien entreles notions de ∆-dislo
ation et de k-
onnexité.On pourrait essayer alors de montrer que les puissan
es de 
y
les ainsidé�nies sont les plus di�
iles à disloquer dans leur 
lasse de graphes de mêmenombre de sommets et d'arêtes.On a pensé à l'idée suivante : on part du sommet de G de plus bas degré31



(en supposant que G ne soit pas régulier ; sinon, voir l'exemple plus bas). On
onstruit alors le sous-graphe induit par lui et ses voisins immédiats : si 
evoisinage est de 
ardinal ≤ ∆, on 
ontinue en 
hoisissant un des voisins dedegré minimal.Le problème est que l'on ne sait pas disloquer optimalement un sous-graphepar rapport à la stru
ture globale ; l'appro
he par ré
urren
e (le 
as du 
y
leétant réglé) aurait peut-être plus de su

ès, mais nous n'avons pas trouvé depreuve.A défaut de pouvoir donner une démonstration, donnons des approxi-mations des mesures d'une puissan
e de 
y
le à n sommets, p-régulier ave

p = 2k, en supposant n "grand" :

µp(Pn,p) =
nk

n

n
∑

∆=1

(n−∆)ρn,∆

= k
n

∑

∆=1

(n−∆)
{

k
⌊ n

∆ + k

⌋

+ min {k, n mod (∆ + k)}
}

≃ k2
n

∑

∆=1

(n−∆)
⌊ n

∆ + k

⌋

≃ k2n2
n

∑

∆=1

1

∆ + k
− k2n

n
∑

∆=1

∆

∆ + k

≃ k2n2(ln(n + k)− ln(k)) + k3n(ln(n + k)− ln(k))− k2n2

≃ k2n2(ln(n + k)− ln(k)− 1) + k3n(ln(n + k)− ln(k))

µg(Pn,p) = k
n

∑

∆=1

∆
{

k
⌊ n

∆ + k

⌋

+ min {k, n mod (∆ + k)}
}

≃ k2
n

∑

∆=1

∆
⌊ n

∆ + k

⌋

= k2n(n− ln(n + k) + ln(k))

= k2n2 − k2(ln(n + k)− ln(k))
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µs(Pn,p) = k
n

∑

∆=1

{

k
⌊ n

∆ + k

⌋

+ min {k, n mod (∆ + k)}
}

≃ k2
n

∑

∆=1

⌊ n

∆ + k

⌋

= k2n(ln(n + k)− ln(k))Regardons le 
as des "pseudo puissan
es de 
y
les", où tous les sommetssont 
ette fois de degré p impair (né
essairement alors n est pair). Cela re-vient à prendre la puissan
e de 
y
le ave
 tous les sommets de degré p + 1,puis à supprimer une arête sur deux en par
ourant le plus grand 
y
le.On n'a alors plus la symétrie du problème, 
e qui rend di�
ile a priori l'ob-tention de solutions périodiques élégantes ; toujours est-il que sur de petitsexemples résolus à l'aide des algorithmes, on voit apparaître une stru
turerégulière des solutions, en groupant en
ore les sommets 
omme dans le 
aspré
édent.Ce pourrait être l'objet d'une étude ultérieure.3.4 Comparaison à une autre 
lasse de graphesMaintenant que l'on a vu qu'il est intéressant d'avoir un graphe donttous les sommets sont de même degré (graphe régulier), on peut essayer d'en
onstruire d'autres.Soit n, p ∈ N. On 
onstruit un graphe 
omposé de p sous-graphes 
om-plets d'ordre n, 
onne
tés 
ha
un à leurs voisins de droite et de gau
he (ennumérotant les Kn) de la façon suivante : 
haque sommet vk est 
onne
té àson homologue dans le Kn voisin à droite, et dans le Kn voisin à gau
he (ennumérotant les sommets de 
haque Kn).Chaque sommet est alors de degré n + 1, et on peut essayer de trouver desformules sur 
e type de graphe.Commençons par deux Kn 
onne
tés. On voit que lorsque l'on enlève unsommet, il subsiste un Kn 
otoyant un Kn−1, un seul des sommets du Knn'ayant pas d'homologue dans l'autre graphe 
omplet, puis deux si on en-lève un sommet du Kn−1 obtenu qui devient alors Kn−2 ..et
. Par ré
urren
eimmédiate, après avoir retiré k sommets il subsiste deux graphes 
omplets,d'ordre total n− k.On voit alors déjà que pour une ∆-dislo
ation où ∆ > n, il faut et il suf-�t de retirer (2n − ∆)+ sommets quel
onques au graphe (appelé CKn). Si33



∆ <
⌈

n
2

⌉, en
ore d'après 
e qui pré
ède il faut retirer au moins 2(n − ∆)sommets. Or on peut ne pas en enlever plus, en suivant la stratégie suivante :on enlève n − ∆ sommets quel
onques du Kn de gau
he, puis on supprimedans le Kn de droite en priorité les sommets qui sont reliés à un de l'autregraphe 
omplet (il y en a exa
tement ∆, or par hypothèse ∆ ≤ n−∆). Onobtient ainsi deux parties 
onnexes disjointes de 
ardinal ∆.Le 
as intéressant est lorsque ⌈

n
2

⌉

≤ ∆ ≤ n.On va alors montrer que le nombre de ∆-dislo
ation est toujours n (
e quidonne un intérêt à 
es graphes).Il su�t en fait de prendre n−∆ sommets quel
onques dans un des Kn, puisde supprimer les ∆ sommets de l'autre Kn qui sont 
onne
tés à un sommetdu premier Kn. On obtient 
lairement une ∆-dislo
ation, 
ar n−∆ ≤ ∆.On ne peut pas faire mieux, 
ar 
es nombres de dislo
ation doivent être bornésinférieurement (par monotonie de ρn,∆) par le plus grand nombre de dislo
a-tion pour le 
as ∆ > n, qui est 2n− n− 1 = n− 1, et supérieurement par leplus petit nombre de dislo
ation du 
as ∆ <
⌈

n
2

⌉, qui est 2n− 2
⌈

n
2

⌉

+2 ≤ n.Or une solution ave
 n−1 sommets est impossible, 
ar alors les deux graphes
ommuniqueraient toujours, et il subsisterait plus de n+1 sommets 
onne
tés.D'où au �nal les nombres de dislo
ation suivants :
ρCK,∆ =







2(n−∆) si ∆ <
⌈

n
2

⌉

n si ⌈

n
2

⌉

≤ ∆ ≤ n
(2n−∆)+ si ∆ > nDonnons pour terminer les mesures de 
es graphes (après simpli�
ations)

µp(CKn) =
n + 2n(n−1)

2

2n

2n
∑

∆=1

(2n−∆)ρn,∆

=
n

2

(

⌈

n
2

⌉

−1
∑

∆=1

2(n−∆)(2n−∆) +
n

∑

∆=
⌈

n
2

⌉

n(2n−∆) +
2n
∑

∆=n+1

(2n−∆)2
)

=
n

12

(

18n2
(⌈n

2

⌉

− 1
)

− 9n
⌈n

2

⌉(⌈n

2

⌉

− 1
)

+ 2
⌈n

2

⌉3

− 3
⌈n

2

⌉2

+
⌈n

2

⌉)
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µg(Pn,p) =
n

2

(

⌈

n
2

⌉

−1
∑

∆=1

2∆(n−∆) +
n

∑

∆=
⌈

n
2

⌉

∆n +
2n
∑

∆=n+1

∆(2n−∆)
)

=
n

12

(

7n3 + 6n
⌈n

2

⌉(⌈n

2

⌉

− 1
)

− 4
⌈n

2

⌉3

+ 3
⌈n

2

⌉2

+
⌈n

2

⌉

− n
)

µs(Pn,p) =
n

2

(

⌈

n
2

⌉

−1
∑

∆=1

2(n−∆) +
n

∑

∆=
⌈

n
2

⌉

n +
2n
∑

∆=n+1

(2n−∆)
)

=
n

4

(

3n2 + 2n
⌈n

2

⌉

− 3n− 2
⌈n

2

⌉(⌈n

2

⌉

− 1
))La généralisation à p graphes 
omplets 
onne
tés semble abordable et in-téressante, aussi nous-y attardons-nous un instant :Comme pré
édemment, on 
ommen
e (par symétrie) par un sommet quel-
onque, puis ayant obtenu p − 1 graphes 
omplets d'ordre n et un d'ordre

n − 1, on 
ontinue en prenant un sommet soit dans un des Kn, soit dans le
Kn−1 ..et
.Il resterait à faire l'étude 
omplète en suivant un peu le même s
héma
onje
ture-formules-preuve.3.5 Con
lusionOn a montré que lorsque n divise 2m les graphes les plus di�
iles àdisloquer sont les puissan
es de 
y
les. Qu'en est-t-il lorsque n et m sontquel
onques ? Une première idée 
onsiste à 
onstruire la puissan
e de 
y
les'appro
hant le plus de la stru
ture voulue (on résoud l'équation nk

2
= m′pour m′ =

⌊

m
n

⌋ si n est impair, m′ =
⌊

m/n
2

⌋ si n est pair), puis à ajouter desarêtes de manière à augmenter le plus possible les nombres de dislo
ation.Ce n'est pas toujours optimal, 
omme le montre l'exemple suivant à 7 som-mets et 11 arêtes,qui est plus di�
ile à 3-disloquer que le début de puissan
e de 
y
le
onstruit i
i :On en 
on
lut qu'en pratique ave
 n≪ m, on peut se 
ontenter de l'ap-proximation par la puissan
e de 
y
le, et que les 
as où n et m sont du mêmeordre de grandeur doivent être étudiés au 
as par 
as, faute de stru
turegénérale des graphes di�
iles à disloquer.35
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4 Appli
ations4.1 Stoppage de la propagation d'un virusSupposons qu'un virus informatique soit en train de se propager à traversun réseau d'ordinateurs, et que l'on ait pour tâ
he de limiter la 
ontamina-tion des postes tout en maintenant le plus de stations de travail a
tives.Il su�t en fait de trouver une ∆-dislo
ation optimale du graphe formé parles ordinateurs, où ∆ est 
hoisit assez petit pour que la 
ontamination d'undes postes d'une partie 
onnexe a�e
te un voisinage réduit.Si l'on ne peut pas lo
aliser le virus (par exemple s'il n'est pas en
orea
tif, et indéte
table par les antivirus), alors on garantit ave
 une bonneprobabilité que le plus de groupes de ∆ ordinateurs possibles sont sains.4.2 L'invasion au jeu de goAu go on a la notion de vie et de mort, un groupe de pierres étant "vivant"lorsqu'il possède au moins deux espa
es vides (appelés "yeux") ou peut s'en
réer, mort dans le 
as 
ontraire. Un 
as intéressant est de regarder quandun des deux 
amps peut envahir le territoire adverse lorsque 
elui-
i est tropgrand : il faut pouvoir former deux yeux in
onditionnellement, don
 posséderun 
ertain espa
e vital.Un espa
e vital étant représenté par un groupe d'interse
tions, on 
onstruitle graphe dont les sommets sont les espa
es vitaux à l'intérieur d'un territoire,deux sommets étant reliés par une arête si les interse
tions 
orrespondantesse 
hevau
hent.En défense on 
her
he alors à pla
er le moins de pierres possible sur les espa
esdé�nis par les sommets, tout en limitant au maximum la taille d'une partie
onnexe résultante. On retrouve bien un problème de dislo
ation, où ∆ doitêtre 
hoisi le plus grand possible parmi les valeurs qui véri�ent la 
ontraintesuivante : ave
 moins de ∆ espa
es vitaux di�érents se 
hevau
hant dans unezone, une invasion y est impossible.5 AlgorithmesNous avons d'abord implémenté une 
lasse Graphe qui gère toutes lesmanipulations dont on a besoin sur les graphes à l'aide de la matri
e d'ad-ja
en
e : prin
ipalement la mise à jour des 
lasses de 
onnexité du graphe37



(obtenue par un par
ours ré
ursif des lignes et 
olonnes de la matri
e), lasuppression et la restitution de sommets.5.1 Stratégies utilisées, algorithmes probabilistesNous avons 
ommen
é par é
rire des algorithmes gloutons pour lesquelsil a fallu 
hoisir des 
ritères de séle
tion des sommets ; voi
i 
eux qui ont étéretenus (on prend à 
haque fois un sommet dans la plus grande 
lasse de
onnexité) :� Choisir un sommet de plus haut degré� Choisir un sommet tel qu'après sa suppression la partie 
onnexe mini-male soit de 
ardinal maximal� Choisir un sommet tel qu'après sa suppression la partie 
onnexe maxi-male soit de 
ardinal minimalL'e�
a
ité de 
es algorithmes est variable, mais en général assez mauvaiselorsque n 
roît.Des 
hoix étant souvent possibles malgré les di�érents 
ritères utilisés, onobtient de meilleurs résultats en relançant simplement les algorithmes plu-sieurs fois et en gardant le meilleur résultat ; le nombre d'exé
utions d'unalgorithme est déterminé en fon
tion du nombre de sommets du graphe parune fon
tion rampe, 
onstante à gau
he et à droite d'un 
ertain segment.On obtient des résultats souvent meilleurs, mais toujours loin de l'optimaldans 
ertains 
as.Voi
i un extrait de 
ode 
orrespondant à la première stratégie :max=-1 ;
hoix d'un élément dont la 
lasse de 
onnexité est la plus grande possible(de 
ardinal>delta)for (int i=g.n-1 ; i>=0 ; i�) dejaTraite[i℄=false ;for (int i=g.n-1 ; i>=0 ; i�)if ( !dejaTraite[i℄ && g.indi
es_
onnex[i℄) {
ompt=0 ;for (int j=g.n-1 ; j>=0 ; j�)if (g.
l_
onnex[i℄[j℄) {
ompt++ ;dejaTraite[j℄=true ;}if (
ompt>max) { 38



max=
ompt ;temp.
lear() ;for (int j=g.n-1 ; j>=0 ; j�)if (g.
l_
onnex[i℄[j℄) temp.push_ba
k(j) ;}else if (
ompt>=max) {for (int j=g.n-1 ; j>=0 ; j�)if (g.
l_
onnex[i℄[j℄) temp.push_ba
k(j) ;}}
// re
her
he des sommets de degré maximummax=-1 ;for (int i=(int)temp.size()-1 ; i>=0 ; i�) {
ompt=0 ;for (int j=g.n-1 ; j>=0 ; j�)if (g.tab[temp[i℄℄[j℄) 
ompt++ ;if (
ompt>max) {max=
ompt ;tabMax.
lear() ;tabMax.push_ba
k(temp[i℄) ;}else if (
ompt>=max) tabMax.push_ba
k(temp[i℄) ;}5.1.1 Une heuristique plus e�
a
eAve
 les deux derniers 
ritères mentionnés on est en mesure de donnerheuristiquement une note à 
haque sommet ; on a 
hoisit de lui donner lanote 
orrespondant au 
ardinal de la partie 
onnexe maximale résultant dela suppression du sommet si 
ette suppression 
hange le nombre de parties
onnexes, 0 sinon ; 
e 
ritère semblait être le plus intéressant en se basantsur le 
as du 
y
le (di�
ile à disloquer). On généralise 
ette idée à la no-tation d'un sous-ensemble de sommets, potentiellement solution : sa noteest égale au 
ardinal maximum d'une partie 
onnexe résultante (idéalement,
elui-
i est plus petit que ∆), auquel on ajoute des termes tenant 
omptede la dispersion des 
ardinaux des parties 
onnexes autour de la moyenne(après suppression du sommet), de la taille de la partie 
onnexe maximalerésultante, et du nombre de partie 
onnexes résultantes.Code 
orrespondant à la notation d'un essai de solution :somme=0 ; 39



max=-1 ;nbClasses=0 ;somme des 
ardinaux des parties 
onnexes, 
al
ul du 
ardinal maximald'une partie 
onnexefor (int u=g.n-1 ; u>=0 ; u�)if (g.indi
es_
onnex[u℄) {nbClasses++ ;
ompteur[u℄=0 ;for (int v=g.n-1 ; v>=0 ; v�)if (g.
l_
onnex[u℄[v℄) {
ompteur[u℄++ ;somme++ ;}if (
ompteur[u℄>max) max=
ompteur[u℄ ;}véri�
ation que le nombre de 
lasses de 
onnexite augmente, puis notationde la solution en fon
tion du resultatif (nbClasses>old_nbC) {
ompt=g.n ;for (int j=g.n-1 ; j>=0 ; j�)if (g.indi
es_
onnex[j℄) {nbClasses=0 ;for (int k=g.n-1 ; k>=0 ; k�)if (g.
l_
onnex[j℄[k℄) nbClasses++ ;if (nbClasses<
ompt) 
ompt=nbClasses ;}eval=-(�oat)
ompt/(�oat)(3*g.n) ;}else eval=0 ;
al
ul des e
arts a la moyennemoy=(�oat)somme/nbClasses ;dispersion=0 ;for (int u=g.n-1 ; u>=0 ; u�)if (g.indi
es_
onnex[u℄)dispersion+=(
ompteur[u℄-moy)*(
ompteur[u℄-moy) ;
// on en deduit l'e
art type empirique, puis l'evaluation : < 1 
ar max > 0
// pour p < g.n, et ecarttype ≤ maximum(moy, max−moy)if (moy>=max-moy)eval+=max+(�oat)(somme-max)/somme+sqrt(dispersion)/(3*moy) ;else eval+=max+(�oat)g.m/(�oat)(3*g.n*g.n)-(�oat)(somme-max)/(�oat)(3*somme)+sqrt(dispersion)/(3*(0.1+max-moy)) ;40



L'algorithme de re
uit simulé ave
 re
her
he tabou implémenté fon
tionnealors de la façon suivante :1. Initialisation : on 
hoisit un essai ave
 des sommets de plus haut degrés2. Si 
et essai 
onvient, stop3. Tant qu'il reste du temps, faire :(a) Tant que l'on n'a pas énuméré toutes les permutations de [1,..,n℄faire :i. Choisir une transposition de [1,..,n℄ qui permute un sommetdans l'essai en 
ours et un qui n'y est pasii. Si 
et essai fait partie des trois derniers tentés, revenir en i)iii. Noter 
et essai ave
 la note N ; si N 
onvient, stopiv. l'ajouter à la liste des voisins de l'essai en 
ours(b) Selé
tionner un voisin de l'essai 
ourant ave
 une probabilité liéeà sa note et à un bonus si le sommet ajouté a déja été souventprésent dans un essai5.1.2 L'algorithme exa
tOn se 
ontente de tester toutes les possibilités, en testant en premierles sommets de plus haut degré. On regarde d'abord si G n'est pas déjàdisloqué, puis on essaye toutes les possibilités en enlevant 1 sommet, puis 2sommets..et
 jusqu'à obtenir une solution, ,né
essairement optimale.5.2 Expérimentations et limitationsNous avons tester les algorithmes présentés sur plusieurs familles de graphesdi�érentes, 
onstruites automatiquement.Les performan
es varient suivant le type de graphe :Sur des graphes aléatoires, les trois types d'algorithmes renvoient des ré-sultats similaires, l'algorithme suivant la troisième heuristique mentionnée(
hoisir un sommet tel qu'après sa suppression la partie 
onnexe maximalesoit de 
ardinal minimal) étant un peu moins bon.Lorsqu'on passe à des graphes 
omplets 
onne
tés entre eux 
omme dé
riten 3.4, on 
onstate la même 
hose.En revan
he sur les 
y
les, l'algorithme suivant la troisième stratégie estasymptotiquement meilleur, 
omme on le verra bient�t ; 
e n'est plus vrai41



pour les puissan
es de 
y
le en général. De plus le re
uit simulé est plus e�-
a
e que les autres algorithmes pour des ∆ élevés.Sur des toiles d'araignée, les performan
es sont à nouveau 
omparables.L'algorithme exa
t fon
tionne bien pour des graphes à moins de 14, 15sommets, et sur 
ertains graphes sans trop d'aretes ; au-delà il faudrait at-tendre longtemps, la 
omplexité au pire étant en n!.Pour l'algorithme 
hoisissant un sommet de degré maximum sans regarder 
equ'on obtient après suppression du sommet, on monte jusqu'à 3000 sommetssur un graphes aléatoire en moins de 2 minutes. Les autres algorithmes sontplus lents (pré
isément 
ar ils basent leur re
her
he sur la stru
ture obtenueaprès suppression éventuelle d'un sommet).Le re
uit simulé est le moins rapide, il faut attendre une bonne dizaine deminutes pour le voir résoudre un problème de dislo
ation à 60 sommets ; enrevan
he, on garantit une 
omplexité polyn�miale pour des résultats satisfai-sants.Quant à lui, l'algorithme exa
t a permis des 
onje
tures demontrées en-suite ; il a ensuite passé le relais aux heuristiques, 
ar 
elles-
i donnent detrès bons resultats tant que le nombre de sommets n'ex
ède pas 30, 40.6 Complexité6.1 APX et NP-
omplétudeOn sait que le problème DISLOCATION est NP -
omplet d'après l'arti
le[GSM04℄.On peut en fait donner un algorithme d'approximation qui est toujours àun fa
teur multipli
atif ∆ + 1 de la solution optimale : il su�t de 
her
herune partie 
onnexe à ∆ + 1 éléments ; 
elle-
i 
ontient for
ément un sommetprésent dans l'ensemble de dislo
ation, don
 pour être sûr de ne pas se trom-per on les retire tous. On obtient ainsi un sous-graphe du graphe obtenu en
hoisissant un sommet optimal, 
e qui garantit le fa
teur ∆ + 1.Plus formellement :1. Initialisation : ρ = 02. Tant que G possède une partie 
onnexe P de 
ardinal ∆ + 1, faire :(a) Retirer tous les sommets de P à G42



(b) ρ← ρ + ∆ + 13. Retourner ρ6.2 Un algorithme d'approximation e�
a
e ?On aimerait bien que les stratégies utilisées soient à un fa
teur multipli
a-tif 
onstant de l'optimal, ou en
ore mieux à un fa
teur additif (éventuellementnon 
onstant, mais en o(ρ)) de 
et optimal. Hélas, on va montrer que toutesles idées utilisées peuvent être arbitrairement mauvaises :
1) Choisir un sommet de plus haut degré dans une 
lasse de 
onnexitémaximale :Soit n ∈ N

∗. Soient n − 1 graphes 
omplets d'ordre n : K1, ..., Kn−1. Dans
ha
un de 
es graphes, on 
hoisit un sommet quel
onque : vi dans Ki. On
rée ensuite un sommet v n'appartenant à au
un graphe déjà 
onstruit, quel'on relie à 
haque sommet vi.
v est ainsi de degré n−1, et tous les vi sont de degré n. Pour une n-dislo
ation,l'algorithme va don
 
hoisir un des vi, puis sa suppression ne modi�ant pasla stru
ture lo
ale au voisinage des autres vi et laissant une unique 
lassede 
onnexité, il va 
ontinuer jusqu'à enlever n− 1 sommets vi. Or il su�saitbien sûr d'enlever v. On est don
 à un fa
teur multipli
atif n−1 de l'optimal.

Fig. 15 � Exemple ave
 n = 4

2) On ra�ne l'algorithme pré
édent en 
hoisissant en plus un sommet quimaximise une partie 
onnexe minimale en essayant de 
réer le plus de parties
onnexes possible. Cela résout don
 le 
as pré
édent.En revan
he, sur des puissan
es de 
y
le où tous les sommets sont de degréau moins 4 l'algorithme 
ommen
e par prendre un sommet sur k (si p = 2k,43



notations déjà ren
ontrées) dans le pire 
as, puis il re
ommen
e tant que lesdegrés des n÷uds sont ≥ 4. D'où le nombre appro
hé de sommets suivantdans le pire 
as :
⌊n

k

⌋

+
⌊n−

⌊

n
k

⌋

k − 1

⌋

+ ...,asymptotiquement aussi mauvais que l'on veut.
3) Le même 
ontre-exemple fon
tionne. Par 
ontre, 
et algorithme estasymptotiquement e�
a
e sur les 
y
les et 
haînes, 
omme on le montre i
i :Si l'on 
her
he à maximiser la plus petite partie 
onnexe, on va dé
ouper la
haîne (ou le 
y
le, 
'est pareil) en 2, puis en 4, puis en 8 ..et
. On remarquealors que pour 
ouper la 
haîne en 2 il faut 1 sommet, puis pour la 
ouperen 4, 3 sommets, puis pour la 
ouper en 8, 7 sommets ..et
.On en
adre alors ∆ 
omme suit :

n− 2p − 1

2p
≤ ∆ <

n− 2p−1 − 1

2p−1
,pour en déduire p de l'ordre de log2

(

n
∆

), et don
 le nombre de sommetsà retirer est asymptotiquement du même ordre de grandeur que n
∆
, qui estpré
isément la solution optimale asymptotique.6.3 Con
lusionCe qui pré
ède nous a donné l'idée de 
her
her des 
lasses de graphessur lesquelles nos algorithmes seraient optimaux, ou au moins e�
a
es. Ontrouve parmi eux les étoiles itérées présentées en se
tion 3.1.1 où l'algorithmeprenant un sommet de plus haut degré est optimal.Plus généralement, sur des graphes assez "étoilés", nos algorithmes sont trèspro
hes de l'optimal. Ce
i 
orrespond à des graphes fa
iles à disloquer, don
les résultats sont 
ohérents.On peut aussi re
her
her des 
lasses de graphes sur lesquelles un algo-rithme polyn�mial existe ; des idées d'arbres dans lesquels les n÷uds sontrempla
és par des 
y
les impairs bornés en utilisant un algorithme pro
he de
elui sur les arbres, ou en
ore une suite de polyg�nes bornés (indépendamentde n) 
onnexe, telle que deux polyg�nes 
onsé
utifs n'aient pas d'arêtes en
ommun.Ce
i pourrait 
onstituer une prolongation du travail e�e
tué.
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