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Note : la plupart des démonstrations théoriques onernant l'existene desbases de Groebner et les algorithmes de reherhe de bases, ainsi que l'intro-dution sur les ordres mon�miaux sont tirées du ours de Frédéri Chyzakité en référene.Qu'est e qu'une base de Groebner ? A quoi sert-elle ? Comment en trou-ver ? Autant de questions auxquelles on répondra dans et exposé.1 Extension de la division eulidiennePour des polyn�mes en une indéterminée sur un anneau A, A[X] étant prin-ipal on a une division eulidienne (pour tout I idéal de A[X], il existe Pdans A[X] tel que I = (P ) où (P ) représente l'idéal engendré par P ).
∀P, Q ∈ A[X], ∃U, V ∈ A[X]/ P = UQ + V, d(V ) < d(Q)

d(P ) étant le degré de P .On peut en fait onsidérer que l'on a divisé par l'idéal I = (N), ar R estl'unique représentant de la lasse de P modulo l'idéal I = (N) = AN . Dansle as d'un anneau de polyn�mes à plusieurs indéterminées, dans lequel lesidéaux ne sont pas néessairement prinipaux, il semble don naturel d'intro-duire une division par une famille de diviseurs, elle-i étant dé�nie ommel'assoiation à P d'un de ses représentants dans A/(Q1, ..., Qn) où Q1,..,Qnsont des polyn�mes de A[X1, ..., Xn], et (Q1, ..., Qn) est l'idéal engendré pares éléments.Un tel représentant est-t-il unique ? Sous quelles onditions ? On répondra àes questions plus loin.1.1 Monoïde des mon�mes et ordres mon�miauxUn polyn�me à plusieurs variables s'érivant ∑

α1,...,αn
aα1,...,αn

Xα1

1 ..Xαn
n oùles aα1,...,αn

ne sont non nuls qu'en un nombre �ni, éléments de l'anneau A. Ondé�nit alors un mon�me de P omme étant une des expressions Xα1

1 ...Xαn
nourrant dans le polyn�me. Un mon�me est un as partiulier de polyn�me.Un monoïde M est un ensemble muni d'une loi interne assoiative pourlaquelle il existe un élément neutre. On peut dé�nir naturellement une stru-ture de monoïde sur l'ensemble des mon�mes, e qui sera très utile par lasuite : 3



Neutre : X0
1 ...X0

nLoi produit : (Xα1

1 ..Xαn
n )x(Xβ1

1 ...Xβn
n )=(Xα1+β1

1 ...Xαn+βn
n )C'est le monoïde ommutatif libre sur les n génerateurs X1, ..., Xn, noté

[X1, ..., Xn].Un ordre monomial sur un monoïde M est une relation d'ordre strit < quiest :� totale : deux éléments peuvent toujours être omparés� ompatible ave le produit : si m1 < m2 alors mm1 < mm2 pour toutm dans M� un bon ordre : tout ensemble non vide de mon�mes a un plus petitélément, ou de manière équivalente, il n'existe pas de suite stritementdéroissante dans MRemarque : le neutre dé�ni plus haut est le plus petit élement du mon�idedes mon�mes, quel que soit l'ordre mon�mial ; on le note 1. En e�et, dansle as ontraire on aurait Xi < 1 pour un ertain i, puis par réurrene im-médiate Xi
k+1 < Xi

k, d'où l'existene d'une suite stritement déroissante,et don l'ordre ne serait pas mon�mial. Ce serait aussi ontraditoire ave lefait que A[X1, ..., Xn] est noetherien, omme démontré plus loin.Notation : un multi-indie est dé�ni omme suit : α = α1, ..., αn ∈ AnOn l'utilise dans les exemples qui suivent.Exemples d'ordres dans le as des mon�mes (qui sera le seul onsidéré par lasuite) :� ordre lexiographique (ordre du ditionnaire) : Xα <lex Xβ si αk < βkpour k=min{i/αi 6= βi}, autrement dit si la première valeur non nullede la suite α1 − β1, α2 − β2, ... est stritement négative� ordre lexiographique gradué (ordre du degré total ra�né par <lex) :
Xα <glex Xβ si |α| < |β| ou (|α| = |β| et Xα <lex Xβ)� ordre lexiographique renversé : Xα <revlex Xβ si αk > βk pour k=max{i/αi 6=
βi}, autrement dit si la dernière valeur non nulle de la suite α1−β1, α2−
β2, ... est stritement positive� ordre lexiographique renversé gradué (ordre du degr�total ra�n�par
<grevlex : Xα <grevlex Xβ si |α| < |β| ou (|α| = |β| et Xα <revlex Xβ)Remarque : <revlex n'est pas un ordre mon�mial, ar pour elui-i X1 < 1.Il est très important d'avoir un ordre mon�mial pour que l'algorithme derédution présenté plus loin se termine. Tous les autres ordres présentés sontbien des ordres mon�miaux. 4



Il est lair que l'ordre lexiographique est un ordre mon�mial. Montronsque l'ordre lexiographique renversé gradué est bien un ordre mon�mial ; 'estun des ordres que l'on utilisera pour les algorithmes.Par dé�nition de <grevlex et du produit, l'ordre est total et ompatible avele produit.Supposons qu'il existe une suite stritement déroissante de mon�mesm0, ..., mk, ...pour grevlex.Soit d0 le degré total de m0. Il n'y a alors qu'un nombre �ni de degrés totauxpossibles pour tous les autres mon�mes de la suite, à savoir d0, d0 − 1, ..., 0.Etant donné qu'il y a une in�nité de mon�mes dans la suite, on en déduitl'existene de d ∈ [0..d0] tel que tous les mon�mes de la suite aient pour degrétotal d à partir d'un ertain rang.Or il n'y a qu'un nombre �ni de mon�mes à degré total �xé. On obtient donune ontradition, et <grevlex est bien un ordre mon�mial.Le point ruial dans la démonstration préedente est la déroissane desdegrés totaux. L'ordre lexiographique renversé n'a pas ette propriété.1.2 Terminologie utiliséeA présent on �xe un ordre mon�mial sur [X1, ..., Xn] et on �xe un anneau Aommutatif.Un polyn�me en plusieurs variables étant sous la formeP=∑

α1,...,αn
aα1,...,αn

Xα1

1 ..Xαn
n , on appelle terme le produit d'un élément del'anneau A (appelé oe�ient) par un mon�me.Le mon�me de tête de P est le plus grand de ses mon�mes Xα1

1 ..Xαn
n pourl'ordre mon�mial hoisi. De même, le terme de tête de P est le terme de Pqui divisé par son oe�ient est égal au mon�me de tête. On notera mt(P )le mon�me de tête d'un polyn�me P , tt(P ) son terme de tête et ct(P ) sonoe�ient de tête.Par dé�nition d'un ordre mon�mial, le mon�me de tête d'un produit dedeux polyn�mes P et Q est le produit des mon�mes de tête mt(P ) et mt(Q).En e�et, notons P =

∑r

i=0 ciMi et Q =
∑s

i=0 c′iM
′
i où les Mi, M

′
i sont lesmon�mes de P, Q, ave mr < ... < m0 et m′

s < ... < m′
0.Alors PQ =

∑r

i=0

∑s

j=0 cic
′
jmim

′
jOr on a mi ≤ m0 et m′

j ≤ m′
0, d'où mim

′
j ≤ m0m

′
j et m0m

′
j ≤ m0m

′
0, soit�nalement mim

′
j ≤ m0m

′
0. 5



Au passage, on a aussi montré que les oe�ients de tête ainsi que les termesde tête se multiplient.Remarque : e qui préède est possible ar l'anneau A est supposé ommuta-tif ; on le supposera ainsi dans la suite, même si ertains résultats resteraientvalides dans un adre plus géneral.Une partie stable P d'un mon�ïde M est un sous-ensemble quelonquede M stable par la loi ∗ de M . C'est en quelque sorte l'équivalent d'un idéaldans le adre plus général d'un monoïde.Par exemple, dans N, l'ensemble des entiers pairs est stable par addition,e qui n'est pas le as des entiers impairs (on en déduit au passage que leomplémentaire d'une partie stable n'en est pas néessairement une).De façon analogue aux idéaux donnés par générateurs, étant donné unefamille {si}i∈I d'éléments de M , l'ensemble
S = {msi ∈ M/m ∈M, i ∈ I} = ∪i∈IMsiest une partie stable du monoïde M , appelée la partie stable de M engendréepar la famille de générateurs si. Toute partie stable peut être vue ommeengendrée par un nombre �ni de générateurs.Dans la suite, on notera mt(I) la partie stable onstituée des mon�mesde tête des polyn�mes de l'idéal I, et on posera dans le as d'un système degénérateurs G = {g1, ..., gk}, mt(G) = {mt(g1), ..., mt(gk)}.1.3 De la division eulidienne à la rédutionAlgorithmiquement, la division eulidienne proède par une suession de"divisions élementaires", où l'on ne onsidère que les quotients Q qui sontdes mon�mes et don des restes qui ne sont pas minimaux au sens du degré.Dans le as de plusieurs indéterminées, es étapes sont appelées "rédutions".On a vu en introdution qu'il serait intéressant de "diviser" un polyn�mepar plusieurs autres polyn�mes. Une rédution d'un polyn�me P par un en-semble de polyn�mes E onsiste à e�etuer les opérations suivantes :� trouver un polyn�me de E (noté Q) dont le terme de tête divise leterme dominant de P .Si un tel polyn�me n'existe pas, la rédution est �nie. On remarque6



que pour des polyn�mes à oe�ients dans un orps, on peut remplaer"terme" par "mon�me"� e�etuer P ← P − ct(P )
ct(Q)

mQ où m est le mon�me mt(P )
mt(Q)

, puis revenir àl'étape préédenteL'algorithme est orret si on a un ordre mon�mial sur l'ensemble desmon�mes de A[X1, ..., Xn], dorénavant noté M .On observe que ontrairement à e qui se passe pour la division eulidienne,le résultat d'une telle "division" n'est pas unique, qu'il s'agisse du reste oubien des quotients suessifs.On véri�e par exemple que si l'on réduit P = X2Y + XY 2 + XY par
{P1, P2} = {X + Y, X2 + Y 2} en suivant l'ordre lexiographique, on obtient
P = (XY + Y )P1 − Y 2 en réduisant par P1 d'abord, et P = (Y 2 + Y )P1 +
Y P2 − 2Y 3 − Y 2 en ommençant par P2.Dans le as d'un anneau eulidien, on dit que l'on a un génerateur d'unidéal si l'on trouve un polyn�me P dans l'idéal tel que tout autre polyn�me Qde l'idéal s'érive Q = UP où U est un polyn�me ; en d'autres termes, Q estdivisible par P . On va généraliser ette idée au as d'anneaux de polyn�mesà plusieurs variables en remplaçant la division par la rédution introduitei-dessus : une base de Groebner G d'un idéal polyn�mial I est un systèmede générateurs de I tel que tout polyn�me de A[X1, ..., Xn] a un unique restedans la rédution par G. Il est intéressant de onstater que si l'on peut alorsgarantir l'uniité du reste, le quotient quant à lui n'est pas unique.2 Bases de Groebner d'un idéalAprès avoir donné une des prinipales propriétés d'une base de Groebnerlaissant entrevoir son utilité, donnons-en une dé�nition plus préise avantd'étudier quelques unes de ses appliations théoriques.2.1 Dé�nitionsSoit I un idéal de An = K[X1, ..., Xn] où K est un orps ommutatif quel-onque et < un ordre mon�mial sur An. Un sous-ensemble �ni G de I −{0}est une base de Groebner de I pour l'ordre < si l'une des propriétés équiva-lentes suivantes est véri�ée :� 1. La partie stable de M engendrée par mt(G) est égale à mt(I)7



� 2. mt(G) et mt(I) engendrent le même idéal� 3. Tout élément non nul de I est rédutible par G� 4. Pour tout P dans An, il existe un unique R dans An dont auunmon�me ne soit divisible par un mon�me de mt(G), et tel que P − Rsoit dans l'déal I� 5. Pour tout P dans I, P se réduit à zéro par GDémonstration de l'équivalene :
1⇒ 2 :Supposons que

∪g∈GMmt(g) = mt(I)Passons alors aux idéaux. En notant (S) pour l'idéal de An engendré par lafamille {s}s∈S, on a les égalités :
(mt(I)) =

∑

g ∈ G
(

Mmt(g)
)

=
∑

g∈G

(

mt(g)
)

= mt(G)Don mt(G) et mt(I) engendrent le même idéal.
2⇒ 3 :Supposons (mt(G)) = (mt(I)). Soit P ∈ I − {0}. On a d'abord l'égalité

mt(P ) =
∑

g∈G

qgmt(g)pour des polyn�mes qg, puis en sindant en mon�mes, l'égalité
mt(P ) =

∑

j

cjmjmt(gj)pour des cj de K, des mon�mes mj et des gj de G. Comme ette somme sur
j est en fait une somme de termes, les termes en les mon�mes autres que
mt(P ) doivent s'annuler, et on peut sans perte de généralité supposer quepour haque j, mjmt(gj) = mt(P ). On a alors, pour j0 l'un de es j,

mt(P ) = mj0mt(gj0)Don P est rédutible par G (au moins par gj0).
3⇒ 4 :Supposons que tout P non nul de I est rédutible par G. Soit P ∈ An. Ona l'existene énonée au point (4) en prenant pour R le reste de la divisionde P par Q : alors P −R est élément de I. Supposons que nous ayions deuxéritures P = Hi + Ri pour i = {1, 2}, ave Hi ∈ I et des Ri dont auunmon�me n'est divisible par un mon�me de mt(G). Alors l'élément

R1 − R2 = H2 −H1 ∈ I8



est soit nul, soit rédutible. Supposons tte di�érene non nulle ; alorsmt(R1−
R2) est forément un mon�meparmi eux de R1 et R2. e mon�me de têteest à la fois non divisible par un mon�me de mt(G), par dé�nition des Ri, etdivisible par l'un d'entre eux, par l'hypothèse faite du point (3). C'est uneontradition, et on a l'uniité de R.
4⇒ 5 :Soit P ∈ I. En appliation du point (4), on trouve un R, qui par la preuved'existene et d'uniité préédente ne peut être que le reste de la divisionde P par G. Comme R = (R − P ) + P est un élément de I mais n'est pasrédutible, ela signi�e que R est nul.
5⇒ 2 :Soit P rédutible par G. Alors mt(P ) est dans la partie stable engendréepar mt(G), don dans l'idéal engendré par mt(G). Supposons le point (5).Comme tout élément non nul de I est alors rédutible par G, on a obtenudans e as l'inlusion

(mt(I)) ⊆ (mt(G))L'autre inlusion déoule de G ⊆ I.
5⇒ 2 :L'inlusion de la partie stable S engendrée par mt(G) dans mt(I) provientde G ⊆ I. Pour l'autre inlusion, supposons le point (2) et soit m ∈ mt(I) ⊆
(mt(I)) = (mt(G)). Par le même raisonnement que pour l'impliation 2⇒ 3,on érit m sous la forme mj0mt(gj0) qui est un élément de S. La partie stable
mt(I) est don inluse dans S, e qui ahève la démonstration.2.2 Existene, uniité et représentation en esalierA e stade, rien n'indique s'il existe une base de Groebner pour un idéalquelonque donné par un système de générateurs.En fait la réponse à la question d'existene est positive, et passe par le lemmesuivant :Lemme de Dixon : Pour tout sous-ensemble S de N

n, il existe des ve-teurs v1, ..., vr ∈ N
n tels que S ⊆ (v1 + N

n) ∪ ... ∪ (vr + N
n).Intuitivement, pour n = 2 ela revient à dire que toute partie du plandisret N

2 est située "au-dessus" d'un esalier à r marhes dont les oins sontles veteurs vi. Pour démontrer e résultat, on va ramener l'étude dans N
n àelle dans N

n−1Démonstration : On e�etue une réurrene sur n ∈ N, la propriété du lemme9



étant notée Hn.Initialisation : n=1Alors en supposant S non vide il su�t de hoisir v=min S pour obtenir
S ⊆ v + N. Si S est vide le résultat est immédiat.Hérédité : soit n ∈ N − {0} tel que Hn−1 soit vraie, et donnons-nous unsous-ensemble S de N

n, non vide (omme préédemment, le as où S est videne pose pas de problèmes).Posons π : N
n → N

n−1 l'appliation donnée par
π(x1, ..., xn) = (x2, ..., xn)Alors

π(S) = {π(s)|s ∈ S} ⊆ N
n−1et par hypothèse de réurrene, il existe s1, ..., sr ∈ S tels que

π(S) ⊆ (π(s1) + N
n−1) ∪ ... ∪ (π(sr) + N

n−1)(∗)En général, S n'est pas inlus dans (s1 +N
n)∪ ...∪(sr +N

n), ar les premièresomposantes des veteurs si sont en fait hoisies arbitrairement. On va palliere défaut en ajoutant d'autres veteurs dans S.Soit M le plus grand nombre apparaissant en première omposante des ve-teurs si.Pour i ∈ [0, .., M − 1], on dé�nit
Si = {s ∈ S|s1 = i}et

S≥M = {s ∈ S|s1 ≥M}On véri�e alors que S = S0 ∪ ...∪SM−1 ∪S≥M . En e�et, le membre de droiteest inlus dans elui de gauhe par dé�nition, et tout élément de S a unepremière omposante dans N, don suivant la valeur de ette première om-posante s est dans l'un des Si ou dans S≥M ; d'où l'autre inlusion.Montrons que S≥M ⊆ (s1 + N
n) ∪ ... ∪ (sr + N

n).Soit s ∈ S≥M . Erivons s = (s1, ..., sn). D'après (*),
(s2, ..., sn) ∈ (π(s1) + N

n−1) ∪ ... ∪ (π(sr) + N
n−1), don

∃k ∈ [1, .., r]|(s2, ..., sn) ∈ π(sk) + N
n−1. Par suite, en prenant pour sk lamême notation que pour s, (s2, ..., sn) = (sk

2, ..., sk
n) + a, pour un ertain

a ∈ N
n−1. Etant donné que l'on a s1 ≥ sk

1 par dé�nition de M, on en déduit
s = sk+(s1−sk

1, a1, ..., an−1), d'où s ∈ (s1+N
n)∪...∪(sr +N

n), et l'inlusionannonée. 10



Puisque la première omposante des veteurs de Si est �xée, on peut identi�erhaque ensemble Si à un sous-ensemble de N
n−1, et appliquer à nouveaul'hypothèse de réurrene : pour haque i, il existe si,1, ..., si,ri

∈ Si véri�ant
Si ⊆ (si,1 + N

n) ∪ ... ∪ (si,ri
+ N

n)Rassemblant alors les résultats, on obtient
S ⊆ (s1 + N

n) ∪ ... ∪ (sr + N
n) ∪ ∪i = 0..n

{

(si,1 + N
n) ∪ ... ∪ (si,ri

+ N
n)

}D'où l'assertion au rang n+1, et don pour tout n.On montre alors la version polyn�miale du lemme préedent : toute partiestable S de M = [X1, ..., Xn] est �niment engendrée. Démonstration : SoitS une partie stable (non vide) de M. On applique le lemme préédent ausous-ensemble de N
n fomé par les n-uplets d'exposants des termes ontenusdans S, ensemble noté E : il existe v1, ..., vr des veteurs de N

n tels que
E ⊆ ∪(v1 + N

n) ∪ ... ∪ (vr + N
n). Alors ave les notations préédentes

S ⊆
(

n
∏

i=1

Xi
v1

i

+ M
)

∪ ... ∪
(

n
∏

i=1

Xi
vr

i

+ M
)d'o�̀u le résultat.Nous pouvons maintenant énoner le théorème d'existene des basesde Groebner :Pour tout ordre monomial < sur An = A[X1, ..., Xn], tout idéal I non nulde An admet une base de Groebner.Démonstration : Soit I un idéal non nul de An. d'après la seonde version dulemme de Dikson, i existe un système �ni de générateurs de mt(I). Consi-dérons un rel�̀evement de e système en un système déléments de I. Par lapremière dé�nition des bases de Groebner (par légalité des parties stables),elui-i s'avère être une base de Groebner de I pour <.On dit qu'une base de Groebner G d'un idéal I est réduite si haquepolyn�me de G est irrédutible par les autres éléments de G, et si haque o-e�ient de tête des polyn�mes de G vaut 1 (on omprend don l'utilité d'avoirhoisi un orps et non un anneau). Montrons d'abord que l'on ne hange pasl'idéal engendré par G si on remplae un des polyn�mes (appelons-le g0) parle reste de sa rédution pa les autre spolyn�mes (notés g1, ..., gt).Si P =

∑t

i=0 αigi, et g0 =
∑t

i=1 βigi + r, alors on a11



P = α0r +
∑t

i=1(αi + α0βi)gi, d'où l'invariane annonée.Il reste à montrer l'uniité d'une base de Grebner réduite dans le as d'undéal engendré :Supposons que l'on ait G = {g1, ..., gt} et F = {f1, ..., fl} deux basesde Groebner réduites de I engendré par un nombre �ni de polyn�mes. Soit
gi ∈ G. gi se réduit à zéro par F ar F est une base de Groebner de I, don ilexiste fj ∈ F, α ∈ N

n véri�ant tt(gi) = tt(Xαfj). Par le même argument ontrouve gk ∈ G, β ∈ N
n tel que tt(fj) = tt(Xβgk). D'où tt(gi) = tt(Xα+βgk).Or G est réduite, don α = β = 0, puis tt(gi) = tt(gk), e qui implique gi = gk.Ainsi, ∀gi ∈ G, ∃fj ∈ F |tt(gi) = tt(fj) (ar on a normalisé les oe�ientsde tête à 1). De plus fj est unique ar F est réduite, d'où une injetion destermes de tête de G dans eux de F. En éhangeant les r�les de G et F, onobtient aussi une injetion des termes de tête de F dans eux de G, d'oùune bijetion σ entre les termes de tête de G et de F d'après le théor`eme deCantor-Bernstein.Il reste alors à montrer que pour tout i, si σ(tt(gi)) = tt(fj), alors

σ(gi) = fj (et don gi = fj). Raisonnons par l'absurde en supposant gi 6= fj.Erivons alors tt(gi − fj) = cαXα, où α ∈ N
n. En tant qu'élément deI gi − fj se réduit à zéro par G, et don pour un ertain gk de G on a

Xα = Xβtt(gk).Si Xα est dans gi, alors G ne serait pas réduite ar on pourrait réduire gi par
gk.Si Xα est dans fj , alors fj ne serait pas réduit non plus : ontradition.Dans le as partiulier de la dimension 2, le terme de tête d'un polyn�meest représenté par un point à oordonnées entières dans le plan, et toute par-tie stable engendrée par les termes de tête d'une base de Groebner d'un idéalI dans A2 prend la forme suivante :2.3 Quelques propriétés et appliationsL'existene des bases de Groebner nous donne une réponse onstrutiveà la question de la �nitude de la présentation des idéaux polyn�miaux.Théorème de Hilbert : Tout idéal I de An = K[X1, ..., Xn] admet unsystème �ni de générateurs, ou, de façon équivalente, toute haîne in�nie12



roissante (pour l'inlusion) d'idéaux deAn stationne.Démonstration : Toute base de Groebner a un syst�̀eme �ni de générateurs, equi prouve le premier point. Pour léquivalene annonée, supposons d'abordque toute haîne in�nie roissante d'idéaux de An stationne. Etant donné unidéal I qui ne soit pas �niment engendré, on peut trouver une suite in�nied'éléments dont haque terme n'est pas dans l'idéal engendré par la sous-suite �nie des termes préédents (par réurrene en extrayant des élémentsde I). On rée ainsi une suite in�nie stritement roissante d'idéaux, e quiontredit l'hypothèse.Don tout idéal est �niment engendré.Réiproquement, supposons que tout idéal soit �niment engendré et donnons-nous une haîne in�nie roissante d'idéaux. L'union de tous les idáux de lahaîne est un nouvel idéal, qui est alors �niment engendré. Soit un système�ni de générateurs de l'union ; il existe un idéal de la haîne qui ontient touses générateurs. et idéal, de même que tous les suivants dans la haîne, estégal à l'union.Essayons à présent de voir à quoi peut servir une base de Groebner, endehors des onsidération théoriques préédentes.Une aratéristique intéressante des bases de Groebner est la possibi-lité d'exprimer très simplement l'apion d'un idéal engendré ave l'ensembledes polyn�mes en les variables Xi, i ≥ i0 où i0 ∈ [1, .., n] lorsqu'on hoisitl'ordre lexiographique X1 > X2 > ... > Xn. Plus préisément, notons K[X i0 ]l'esemble des polyn�mes en les indéterminées Xi0 , ..., Xn à oe�ients dans K.Alors si G est une base de Groebner de I engendré par P1, ..., Pk, G∩K[X i0 ]est une base de Groebner de I ∩K[X i0 ].Démonstration : Soit i0 ∈ [1, .., n]. Il s'agit de montrer I ∩ K[X i0 ] = (G ∩
K[X i0 ]) où (.) désigne l'idéal engendré dans K[X i0].Une inlusion est évidente ar G ⊆ I, montrons la seonde :Soit P ∈ I ∩K[X i0]. En partiulier P ∈ I, don P se réduit à zéro par G :on peut érire
P =

∑k

j=1 αjgj pour des gj éléments de G. Or Les gj sont tous dans K[X i0 ]ar haque rédution se fait sur un élément de K[X i0 ], par réurrene �nieimmédiate : le mon�me de tête du polyn�me réduteur est à haque étapeun diviseur du mon�me de tête du polyn�me ourant, qui est dans K[X i0 ]par hypothèse de réurrene. Conlusion :13



P ∈ (G ∩K[X i0 ]).Cette propriété permettra de résoudre des systèmes polyn�miaux algo-rithmiquement pas triangulation.Une autre appliation intéréssante onsiste en la réeriture d'un polyn�meomme fontion polyn�miale d'autres polyn�mes. Par exemple on sait que lessommes de Newton s'expriment à l'aide des polyn�mes symétriques élémen-taires, mais la simple appliation de la formule réurrente Pd =
∑d−1

k=1(−1)k−1SkPd−k+
(−1)d−1dSd valable pour tout d ∈ N devient vite laborieuse.Supposons que l'on herhe à exprimer P ∈ K[X1, ..., Xn] en fontion de
P1, ..., Pr ∈ K[X1, ..., Xn] : P = Q(P1, ..., Pr) où Q ∈ K[T1, ..., Tr]. Considé-rons l'anneau de polyn�mes A = K[X1, ..., Xn, T1, ..., Tr]. Si l'on peut érire

P = a1(T1 − P1) + ... + ar(Tr − Pr) + Roù R ∈ K[T1, ..., Tr] et a1, ..., ar ∈ A, on substitue alors Pi à Ti pour tout i,et on peut hoisir Q=R.Le théoréme suivant permet la déomposition adéquate de P :Théorème : Soient P, P1, ..., Pr ∈ K[X1, ..., Xn]. Soit I l'idéal
I =< T1 − P1, ..., Tr − Pr >dans l'anneau A. Soit G une base de Groebner de I pour l'ordre lexiogra-phique donné par X1 ≥ ... ≥ Xn ≥ T1 ≥ ... ≥ Tr.Alors P peut être érit omme un polyn�me en P1, ..., Pr si et seulement sile reste R (noté P G par la suite) dans la rédution de P par G est dans

K[T1, ..., Tr]. Dans e as, P = R(P1, ..., Pr).Démonstration : Soit G = {g1, ..., gN} une base de Groebner de I pour l'ordrelexiographique donné i-dessus. L'algorithme de rédution nous donne larelation
P = a′

1g1 + ... + a′
NgN + P Goù a′

1, ..., a
′
N ∈ A. Comme < g1, ..., gN >= I, on peut érire les gi à l'aide despolyn�mes générateurs Ti − Pi, et obtenir après réarrangement des termes

P = a1(T1 − P1) + ... + aN (TN − PN) + P Goù a1, ..., aN ∈ A.Si P G ∈ K[T1, ..., Tr], alors on obtient P = P G(P1, ..., Pr).14



Réiproquement, supposons qu'il existe un polyn�me Q dans K[T1, ..., Tr]tel que P = Q(P1, ..., Pr). On va montrer dans e as que P G est aussi dans
K[T1, ..., Tr].On ommene par remarquer que P (X1, ..., Xn)−Q(T1, ..., Tr) est dans I, arI ontient tous les polyn�mes qui s'annulent en T1 = P1, ..., Tr = Pr. On peutalors érire

P = a1(T1 − P1) + ... + ar(Tr − Pr) + Qoù a1, ..., ar ∈ A. Par le même argument que i-dessus, on peut réerire etterelation ave les gi :
P = b1g1 + ... + bNgN + Qpour des bi éléments de A. On a de maniière évidente P G = QG.Supposons que Q soit rédutible par un ertain gi. Alors le mon�me de têtede gi ne fait pas intervenir les indéterminées X1, ..., Xn, par hoix de l'ordrelexiographique (sinon il ne diviserait pas le mon�me de tête de Q, qui luiest dans M [T1, ..., Tr]). Par suite, gi ∈ K[T1, ..., Tr], et don le reste dans larédution de Q par gi ne fait intervenir que les indéterminées T1, ..., Tr. Parréurrene �nie immédiate, QG ∈ K[T1, ..., Tr], et don P G ∈ K[T1, ..., Tr], equi ahève la preuve.Voii �nalement Un propriété des bases de Groebner liée à la �nitude dela présentation des idéaux polyn�miaux :Tout idéal I de An = K[X1, ..., X] admet un ensemble �ni de générateursqui est une base de Groebner pour tous les ordres monomiaux possibles sur

M = [X1, ..., Xn]. Un tel système de gén'erateurs est appelé une base deGroebner universelle.3 Algorithme de alulJusque là on a vu e qu'était une base de Groebner, et on en a démontrél'existene pour tout idéal de An. Mais on ne sait toujours pas omment,étant donné un système de générateurs G, trouver de manière onstrutiveune base de Groebner de l'idéal egendré par G. C'est e qu'on va faire ii.3.1 Caratérisation en terme de S-polyn�mesUn exemple simple motive la dé�nition qui va suivre : soit I l'idéal
A1(X − 1) + A1X. L'"esalier" assoié aux générateurs X − 1 et X est ré-duit à la partie stable des pusisanes de X à exposant stritement positif.15



Pourtant, le polyn�me 1(X − 1) + (−1)X vaut 1 et la partie stable assoiéeà l'idéal est aisni l'ensemble de tous les mon�mes en X. De manière géné-rale, le phénomène est qu'un polyn�me P peut très bien être dans un idéal
I =

∑r

i=1 AnPi sans que son mon�me de tête ne soit dans la partie stable
∪r

i=1Mmt(Pi), e qui a lieu lorsqu'une ombinaison ∑r

i=1 liPi provoque uneannulation des termes de tête des liPi.Dé�nition des S-polyn�mes : Soient deux polyn�mes non nuls P1 et
P2, et posons m1 = mt(P1), m2 = mt(P2) et m = ppcm(m1, m2) = n1m1 =
n2m2. On appelle S-polyn�me de P1 et P2 le polyn�me suivant :

Spoly(P1, P2) = l1P1 + l2P2 pour l1 = ct(P2)n1, l2 = −ct(P1)n2Quel est le lien entre es polyn�mes et les bases de Groebner ?On voit que tout S-polyn�me d'éléments d'un système de générateursG est dans l'idéal I engendré par G, et don doit être réduit à zéro parles éléments de G si G se destine à être une base de Groebner pour I. Orl'exemple préedent nous montre que le alul de S-polyno �me peut mener àdes polyn�mes non rédutibles par G après annulation des termes de tête.Intuitivement on omprend don que plus G réduit à zéro de S-polyn�mes,plus G est prohe d'une base de Groebner ar les S-polyn�mes ont été réespour diminuer stritement le terme dominant entre deux polyn�mes.On a en fait le résultat suivant :Propriété aratéristique des bases de Groebner : SoitG = {Pk}1≤k≤run système de générateurs non nuls d'un idéal de polyn�mes. Tous les S-polyn�mes Spoly(Pi, Pj) se réduisent à zéro par G si et seulement si G estune base de Groebner de l'idéal.Démonstration : On montre l'impliation direte en véri�ant que tout élémentde l'idéal se réduit à zéro par G ; l'autre sens est trivial pardé�nition des basesde Groebner ar tout S-polyn�me est dans l'idéal. Raisonnons par l'absurde :soit P irrédutible par P et exprimé sous la forme ∑r

i=1 LiPi. Sans perte degénéralité, on peut supposer que le mon�me δ = max1≤i≤r{mt(LiPi)} estminimal parmi les éritures de P en terme des Pi etque pour un entier k bienhoisi, on a la relation δ = mt(LiPi) > mt(LjPj) dès que 1 ≤ i ≤ k < j ≤ r.Alors,
P =

k
∑

i=1

tt(Li)Pi +
k

∑

i=1

(Li − tt(Li))Pi +
r

∑

i=k+1

LiPi =
k

∑

i=1

tt(Li)Pi +
r

∑

i=1

L′
iPi16



où dans la dernière somme on a mt(L′
iPi) < δ dès que le polyn�me L′

i estnon nul. Sans plus de perte de généralité, on peut enore supposer que k estminimal parmi les éritures de P sous ette forme qui minimisent δ. Notonsque k vaut au moins 2, sinon δ serait mon�me de tête de P et P serait rédu-tible par P1. Observons que δ est divisible par le ppm des mon�mes de têtede P1 et P2, ar par la propriété multipliative des mon�mes de tête mt(Pi)divise δ pour i ∈ {1, 2}.On introduit alors les mon�mes n1 et n2 qui interviennent dans la dé�-nition de Spoly(P1, P2), ainsi que des onstantes λ1, λ2 ∈ K et le mon�me
m = δ

ppcm(mt(P1),mt(P2))
, pour obtenir :

tt(L1)P1+tt(L2)P2 = λ1mct(P2)n1P1+λ2mct(P1)n2P2 = λ1mSpolyP1, P2)+(λ1+λ2)ct(P1)mn2P2Par onstrution, le premier polyn�me de ette dernière somme a son mon�mede tête stritement plus petit que δ alors que le mon�me de tête du seondpolyn�me est extement δ, à moins qu'il ne soit nul. On obtient ainsi uneontradition à la minimalité de k.3.2 Algorithme de Buhberger basiqueDu théorème i-dessus, on déduit un premier algorithme pour alulerune base de Groebner :Entrée : un ensemble �ni G' de polyn�mes Pi non nuls, un ordre mo-nomial <.Sortie : une base de Groebner G pour le même idéal.� 1. Initialiser G à G' et S à l'ensemble des paires d'éléments de G� 2. Tant que S 'est pas vide, faire :� a) Choisir une paire {P,P'} et la retirer de S� b) Caluler Spoly(P,P') et le réduire par G� ) Si le reste R est non nul, alors :� i) Adjoindre à S toutes les paires {P,R} pour P dans G� ii) Adjoindre R à G� 3. Renvoyer GCorretion et terminaison de l'algorithme : Un invariant de et algorithmeest que l'ensemble G ne ontient que les générateurs Pi initiaux et des re-ombinaisons �nies de eux-i à oe�ients polyn�miaux : l'idéal engendrépar G est don onstant. De plus, si l'algorithme termine, la sortie G réduit à17



zéro haun des S-polyn�mes de ses éléments pris deux �̀a deux. le théorèmepréédent fournit don la orretion de l'algorithme.Pour la terminaison, on remarque que la partie stable engendrée par lesmon�mes de tête des éléments de G roît sritement à haque adjontiondans G. En onsidérant les idéaux engendrés suessivement par ette partiestable, on obtient une suite stritement déroissante d'idéaux, puisque l'idéalengendrépar une partie stable admet en tant qu'espae vetoriel sur K la baseonstituée exatement des mon�mes de la partie stable. Par noetherianité de
An, ette suite d'idéaux ne peut être in�nie et il ne peut don y avoir qu'unnombre �ni d'adjontions dans G.3.3 OptimisationsL'algorithme se termine don toujours en renvoyant un résultat orret,mais en ombien de temps ? En pratique on se rend ompte que l'on perdbeauoup de temps à e�etuer les rédutions des S-polyn�mes, alors queelles-i ne sont pas toujours frutueuses. Il nous faudrait don un ritèrepermettant de tranher si un alul va être utile avant, ritère dont le oûtsera négligeable par rapport au alul.Mon�mes de tête premiers entre eux :Lorsque les mon�mes de tête de P et Q (dans An) sont premiers entre eux,e qui revient à dire que les indéterminées apparaissant dans l'un ne se re-trouvent pas dans l'autre, alors Spoly(P,Q) se réduit à zéro par P et Q (ie(P,Q) est une base de Groebner de l'idéal engendré par P et Q).Démonstration : On suppose sans perte de généralité les polyn�mes P et Qnormalisés : t(P)=t(Q)=1. Erivant P=mt(P)+u, Q=mt(Q)+v, on obtientétant donn�que ppm(mt(P),mt(Q))=mt(P)mt(Q) :

Spoly(P, Q) = mt(Q)P −mt(P )Qpuis, après aluls
Spoly(P, Q) = uQ− vPOn véri�e alors que le degré total de Spoly(P,Q) est égal au maximum desdegrés totaux de uQ et de vP. Ainsi Spoly(P,Q) sera rédutible par P et Q,e qui signi�e que Spoly(P,Q) se réduit à zéro par G vu que P et Q sont dansG.Il su�t de onstater que les mon�mes de tête de uQ et vP sont distints et nepeuvent ainsi pas s'annuler. En e�et, si 'était le as on aurait mt(u)mt(Q)=mt(v)mt(P),18



puis mt(P) divise mt(u) ar mt(P) et mt(Q) sont premiers entre eux, e quiest absurde.Un seond ritère très utile est le suivant (ave G = {g1, ..., gN}) :Si mt(gk) divise ppcm(mt(gi), mt(gj)), et que les paires (gi, gk), (gk, gj) ontdéjà été introduites au ours de l'algorithme, alors il est inutile de traiter lapaire (gi, gj).Démonstration : Il su�t de montrer que l'idéal engendré par l'ensemble Zdes S-polyn�mes des éléments de G est le même que elui engendré par Z-{Spoly(gi, gj)}. Pour ela, on véri�e que
Spoly(gi, gj) =

ppcm(mt(gi), mt(gj))

ppcm(mt(gi), mt(gk))
Spoly(gi, gk)−

ppcm(mt(gi), mt(gj))

ppcm(mt(gj), mt(gk))
Spoly(gj, gk)Et le ritère est justi�é.J'ai également utilisé deux stratégies dans les algorithmes : je réduis lesS-polyn�mes en priorité par les polyn�mes les plus aniennement entrés dansla base en onstrution, ar eux-i sont souvent de degré plus petit que lesautres.J'ordonne également les paires de polyn�mes dans l'ordre roissant de leurppm a�n de ne pas faire exploser les dergés dès lors que 'est possible.4 Présentation de l'implémentationMaintenant que l'on a appris à aluler une base de Groebner, on peut seonvainre rapidement de l'utilité d'un programme faisant le alul à notreplae en essayant par exemple de trouver la base de Groebner réduite d'unidéal engendré par trois polyn�mes à trois variables non triviaux.4.1 Strutures de donnéesJ'ai hoisi de représenter un polyn�me par un tableau de termes, aril faut pouvoir aéder rapidement à haque terme lors des opérations quel'on fait dessus. On suprimera et ajoutera des éléments ave une omplexitélinéaire, mais e défaut est partiellement ompensé en reonstruisant entière-ment un polyn�me dans le as de la soustration (opération la plus basiqueaprès l'ajout de terme) ; ainsi on évite les défauts d'un algorithme qui insé-rerait un par un les opposés des termes de Q à P dans le alul de P-Q.19



On limite autant que possible la omplexité de l'ajout de terme en mainte-nant un invariant sur toutes les opérations que l'on e�etue : dans la soustra-tion, la multipliation, le alul de S-polyn�me et la rédution, les polyn�mesdonnés en entrée sont supposés triés dans l'ordre déroissant et les résultatssont ordonnésde la même manière. Ainsi on peut s'arranger pour que haqueappel à addTerm se ontente d'ajouter un terme en �n de tableau, ette opé-ration se faisant en temps onstant (omplexité amortie) ; le seul as où on estobligé de supprimer un terme dans le tableau est lorsque le terme ajouté estl'opposé d'un de eux déjà présents, mais on peut trouver des astues pouréviter e as, et on ne fait jamais d'insertion dans tabTermes (le tableau destermes d'u polyn�me).Exemple : L'utilisateur (qui n'est pas forément au ourant de l'ordre danslequel les termes doivent être rangés) entre P = X2+Y 3, Q = X2Y 2+Z, R =
X2 + Y + Z5 et demande le alul d'une base de Groebner. Le programmesouhaitant utiliser l'ordre grevlex ommene par réordonner les termes dehaque polyn�me pour obtenir P = Y 3+X2, Q = X2Y 2+Z, R = Z5+X2+Y(omplexité d'un tri : Nlog(N) en nombre de omparaisons, où N est lenombre de termes d'un polyn�me). Supposons que le programme ait besoinde aluler P−R : il ommener par réer un nouveau polyn�me vide, auquelil ajoute d'abord le plus grand des termes de tête de P et R, 'est à dire −Z5 ;ensuite il ajoute le plus grand terme entre −X2 et Y 3 : 'est Y 3. A létapesuivante il doit hoisir entre ajouter −X2 ou.. X2 ; la première méthodeserait alors d'ajouter d'abord X2, puis −X2, e qui neessiterait d'e�aerle dernier élement de tabTermes juste après l'avoir ajouté. C'est un peubête de proéder ainsi, don on hoisi de véri�er l'égalité des termes dans lasoustration avant d'appeler la fontion addTerm.Ainsi on ne fait rien à ette étape, et on se positionne sur le terme suivantdans Q (pour P 'est terminé), dont on ajoute l'opposé en �n de tableau. Enonlusion on obtient P −R = −Z5 +Y 3−Y , polyn�me ordonné en dérois-sant selon grevlex. Cet exemple illustr bien omment l'ordonnanement destermes est onservé tout au long de l'algorithme.Un terme est quant à lui pleinement dé�ni par son oe�ient (qui estun élement de Fp = Z/pZ ave p premier pour simpli�er l'ériture du pro-gramme) et le veteur des exposants de ses indéterminées, appartenant à N

noù n est le nombre d'indéterminées. Le nombre n (qui sera appelé la tailledu terme) n'ayant pas à évoluer dans le temps, on utilise ette fois un simplepointeur en allouant juste l'espae mémoire néessaire au stokage de n va-leurs entières. 20



Aussi bien pour les polyn�mes que pour les termes, on dé�nit des fon-tions permettant d'aéder et de modi�er l'état de l'objet quand ela est né-essaire. On obtient don �nalement le ode suivant pour la rédution d'unpolyn�me (dont les termes sont triés) par un ensemble de polyn�mes, en ré-duisant en priorité par les polyn�mes les plus aniennement introduits dansla base en onstrution, au motif que eux-i sont souvent de degré plus pe-tit que eux alulés plus réemment, e qui permet des aluls moins lourds :
// rédution de *this (polyn�me ourant) par tabPol.bool red=true ; // indique si une rédution a été e�etuée dans la boule
// dans le as où on réduit le polyn�me nul, on renvoie simplement
// l'argument de la rédution (mot lé this)if (tabTermes.size()==0) return ∗this ;
// sinon, on initialise le résultat au polyn�me ourant PolPlusVarLexpol_res=PolPlusVarLex(∗this) ;
// termes de tête temporaires et quotient de division entre termesTermLex HTi, HTres, divi ;while (red) { // on s'arrete don lorsqu'on fait un parours sans redution

// red vaudra true seulement si un polyn�me peut réduire pol_resred=false ;
// HTres initialisé au terme de tête du résultat intermédiaireHTres=pol_res[0℄ ;for (int i=0 ; i<(int)tabPol.size() ; i++) {if (tabPol[i℄.getSize() 6=0) {HTi=tabPol[i℄[0℄ ;

// tentative de redution par le monome de tete de tabPol[i℄divi=HTi.divise(HTres) ;if (divi.getCoe�()6=0) {divi.setCoe�(HTres.getCoe�()/HTi.getCoe�()) ;pol_res=pol_res-tabPol[i℄∗divi ;if (pol_res.getSize()==0) return pol_res ;HTres=pol_res[0℄ ;red=true ;}}}}return pol_res ; 21



Où tabTermes est un tableau d'objets de type TermLex, représentant haunun terme en les indéterminées X1, ..., Xnstd : :vetor<TermLex> tabTermes ;Comme indiqué plus haut, on travaille dans Fp et il est don agréablede disposer d'une lasse enapsulant la desription ainsi que les opérationsélémentaires pouvant s'e�etuer sur Fp.Toutes les opérations de omparaisons, d'addition et de soustration n'ontpas besoin d'être détailllées ii, seule l'inversion modulaire est intéressante :on utilise la relation matriielle
(

b
r

)

=

(

0 1
1 q

) (

a
b

)où a=bq+r, |r|<b, pour obtenir par réurrene immédiate
(

1
0

)

=
∏

i

(

0 1
1 qi

) (

p
x

)dans le as où a=p premier, b=x entier dans [0,..,p-1℄ (les qi étant les quotientssuessifs). D'où le ode suivant, dans lequel la première ligne de la matrieest notée (a1 a2) et la seonde (a3 a4) au ours des itérations :
// on applique l'algorithme d'Eulide pour trouver une relation xu+pv=1 ;
// alors x−1 = u[p] ; ii value est xint a1=0,a2=1,a3=1,a4=p/value ; // les oe�ients atualises de la matrieint q=value,r=abs(p%value) ; // quotients et restesint aux,aux2 ; // variables temporaireswhile (r>0) {a1=a3 ;aux2=a2 ;a2=a4 ;a3∗ =-a4 ;a4=aux2+a4∗(q/r) ;aux=q%r ;q=r ;r=abs(aux) ;}return abs(a2%p) ; 22



4.2 Opérations sur les polyn�mesOn présente ii respetivement le ode pour le alul de la soustration(*this-pol) ainsi que du S-polyn�me (Spoly(*this,pol)).Soustration :PolPlusVarLex pol_res=PolPlusVarLex() ;int i=0 ;int j=0 ;while (i<(int)tabTermes.size() && j<(int)pol.getSize()) {if (tabTermes[i℄.infLex(pol[j℄)) {pol_res.addTerm(-pol[j℄) ;j++ ;}else {pol_res.addTerm(tabTermes[i℄) ;i++ ;}}if (i<(int)tabTermes.size())for (j=i ; j<(int)tabTermes.size() ; j++) pol_res.addTerm(tabTermes[j℄) ;else for (i=j ; i<pol.getSize() ; i++) pol_res.addTerm(-pol[i℄) ;return pol_res ;S-polyn�me :if (tabTermes.size()==0 || pol.getSize()==0) return PolPlusVarLex() ;TermLex term_ppm=tabTermes[0℄.ppm(pol[0℄) ; // alul du ppmdes monomes de tete utile pour la suiteTermLex term1=TermLex(tabTermes[0℄.getSize()),term2=TermLex(tabTermes[0℄.getSize()) ;
// divisions du ppm par HT(f), HT(g)for (int i=0 ; i<tabTermes[0℄.getSize() ; i++) {term1.addElt(term_ppm[i℄-tabTermes[0℄[i℄) ;term2.addElt(term_ppm[i℄-pol[0℄[i℄) ;}
// multipliations par HC(f), HC(g)term1.setCoe�(pol[0℄.getCoe�()) ;term2.setCoe�(tabTermes[0℄.getCoe�()) ;23



PolPlusVarLex pol_res=PolPlusVarLex((∗this)∗term1-pol∗term2) ;return pol_res ;4.3 Optimisations futuresLes premières optimisations ont onsisté à passer tous les arguments parréférene onstante a�n qu'ils ne soient ni reopiés ni modi�és ; la vitesse del'algorithme augmente alors assez. J'ai aussi utilisé les optimisations propo-sées par g++ au niveau du ode généré (-O3, -funroll-loops..et).J'ai utilisé des veteurs pour dérire les polyn�mes mais je ne tire quasi-ment auun pro�t de l'algèbre linéaire qui permettrait de rendre onsidérable-ment plus e�aes les rédutions ainsi que les hoix de paires de polyn�mesdont on alule les S-polyn�mes, omme dans les algorithmes F4 et F5 deJ-C. Faugère.5 Appliations réalisées5.1 Appartenane à un idéal, égalité de deux idéaux,test de prinipalitéOn a vu qu'une base de Groebner G d'un idéal I a la propriété de réduireà zéro tout polyn�me de I. Réiproquement, si un polyn�me P de An se ré-duit à zéro par G, alors P s'érit P =
∑k

i=1 αiQi où les Qi sont des élémentsde G. On en déduit qu'alors P appartient à I.Pour tester si un polyn�me appartient à un idéal engendré par un systèmede générateurs, il su�t don de aluler un base de Groebner de et idéal,puis de réduire le polyn�me par la base trouvée : si on obtient zéro, alors lepolyn�me est dans l'idéal ; sinon, il n'y est pas.Le ode prenant en paramètre un poln�me et un système de géérateurs estalors trivial à érire.En e qui onerne l'égalié de deux idéaux I1 et I2 donnés par des sys-tèmes de générateurs, on alule d'abord les bases de Groebner réduites de
I1 et I2, notées G1 et G2 respetivement ; puis elles-i étant uniques, il su�tde véri�er si elles sont égales. Algorithmiquement, on véri�e simplement quehaque polyn�me de G1 est dans G2 en les prenant un par un.
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Pour véri�er qu'un idéal engendré par un système de générateurs estprinipal, il su�t de véri�er si la base de Groebner réduite ontient un uniquepolyn�me.5.2 Mise sous forme impliite d'une paramétrisationUne paramétrisation étant donnée par un système de la forme
X1 = P1(T1,...,Tm)

Q1(T1,...,Tm)...
Xp = Pp(T1,...,Tm)

Qp(T1,...,Tm)où les Pi et Qi sont dans An et 0 ≤ p ≤ n, le problème est de trouver lesrelations les plus préises possibles reliant les Xi entre eux.On réalise ela en ajoutant une équation au système ave une inon-nue supplémentaire notée U, a�n que les dénominateurs ne s'annulent pas :
U

∏

i = 1pQi − 1 = 0.On alule don une base de Groebner de l'idéal engendré par les poly-n�mes suivants, pour l'ordre lexiographique lex(U, T1, ..., Tm, X1, ..., Xp) :
U

p
∏

i=1

Qi − 1

X1Q1 − P1

...

XpQp − PpFinalement, on a éliminé autant que possibles les m+1 premières indé-terminées, et on renvoie simplement les équations n'impliquant que les Xi.S'il n'y en a pas, ela signi�e qu'il n'y a pas d'équation impliite polyn�mialedériant la paramétrisation.Le ode reprend les étapes préédentes en les adaptant aux stutures de don-nées utilisées :Un entier n est initialisé ave le nombre de relations données.a) alul du nombre maximum d'indeterminees renontrees dans les numéra-teurs et dénominateursb) mise a jour des polynomes pour que tous les monomes aient le mêmenombre d'indéterminées (m)) mise a jour des polynomes pour que tous les monomes soient de taillen+m+1, l'indéterminée ajoutée est U25



d) opie de sauvegarde des denominateurs, utiles pour le alul U ∏

i = 1pQi−
1 = 0e) atualisation des denominateurs : ∀i, Qi ← QiXi+m+1f) initialisation des polynomes neessaires au alulg) alulh) suppression des polynomes faisant intervenir U ou les Ti, 'est à dire
{Xi, i ∈ [1, ...m + 1]}i) déalage des indeterminees pour ramener tous les polyn�mes qui restent àn indéterminéesj) a�hage du resultat (ordonne selon lex)Justi�ation :L'ordre hoisit élimine le plus d'indéterminées possibles de U à Tn, donon obtient bien le plus de relations possibles dérivant la paramétrisation.5.3 Résolution d'un système polyn�mialOn a besoin pour ette appliation d'implémenter la division eulidiennepour des polyn�mes à une variable néessaire au alul de pgd, ainsi qu'unefontion substituant un élément de Fp à une indéterminée.La division eulidienne n'étant qu'une version simpli�éee de la rédutionprésentée préédemment, seule un détail de la substitution présente un intérêtii ; on utilise une méthode "diviser pour régner" pour aluler les puissanesdes indéterminées, omme ei :alul de ab[p]if (mem=1 ; mem<b ; mem∗ =2) return puiss(a,b/2) ;else return (puiss(a,b/2)*a)%p ;Voii les di�érentes étapes de l'algorithme :Un veteur solution initialisé à la liste vide, et i à n.a) si i ≤ 0, arrêter l'algorithme et renvoyer la liste en ours de onstrutionb) si G ∩ K[Xi] est vide, faire i ← i − 1, et laner p fois l'algorithme surles listes l ← l + k où k ∈ [0, .., p − 1] (ei orrespond au as où il y a unein�nité de solutions dans le as d'un orps in�ni) ; on va don p fois en ).Sinon, aller en ) sans hanger i) alul du pgd des polyn�mes de G ∩K[Xi]d) resolution pgd=0 26



e) i← i−1, et laner l'algorithme (ie : retourner en a)) sur haque liste obte-nue par onaténation : l ← l+k où k est solution de l'équation résolue en d)La justi�ation se fait en remarquant que résoudre un systéme d'équationsen une indéterminée revient à annuler le pgd des polyn�mes du systéme, etque G engendrant le même idéal que les polyn�mes générateurs de départ lesous-ensemble de K dé�nie par ∀P ∈ IP (x) = 0 est égal à {x ∈ K|∀P ∈
GP (x) = 0.5.4 Démonstration de quelques théorèmes géométriquesTout théorème de géométrie eulidienne pouvant se ramener à un alulsur des polyn�mes, on montre ii à l'aide des bases de Groebner que les troisbissetries d'un triangle sont onourantes. On montre ensuite le même ré-sultat sur les médiatries, médianes et hauteurs ('est alors plus simple).On se ramène à un triangle dans R+

2, dont un �té est le segment d'ori-gine (0,0) arrivant en (1,0), un autre est le segment d'origine (0,0) arrivanten (X1, X2), et le dernier �té part don de (1,0) pour arriver en (X1, X2).On alule alors les équations des droites en introduisant de nouvelles indé-terminées orrespondant aux inonnues des équations.
X1 et X2 étant les paramètres stritement positifs du sommet du triangle,on obtient après quelques aluls les équations suivantes :

X3 −X5 = 0

X4 −X6 = 0

X5 −X7 = 0

X6 −X8 = 0,orrespondant au fait que les droites doivent se ouper.
−2X1X2X3X4 + X2

2X
2
3 −X2

2X
2
4 = 0

−2X1X2X5X6 +2X1X2X6 + X2
2X

2
5 − 2X2

2X5 +X2
2 + 2X2X5X6− 2X2X6 = 0

2X3
1X2X8 − 2X2

1X
2
2X7 −X2

1X2
2X

2
8 + X2

1X
2
2 − 2X2

1X2X7X8 − 2X2
1X2X8

+2X1X
3
2X8+2X1X

2
2X

2
7−2X1X

2
2X

2
8 +2X1X2X7X8−2X4

2X7+X4
2 +2X3

2X7X8

− 2X3
2X8 −X2X

2
7 + 2X2

2X
2
8 ,orrespondant aux trois équations de droites.27



La méthode utilisée est la suivante : on herh à éliminer les paramètres
X3, ..., X8 en les exprimant de manière unique en fontion de X1 et X2, equi montrera qu'il existe une (unique) solution pour haque ouple (X1, X2)d'éléments de R+, et don pour tout triangle du plan (par rotation et homo-théties). Cei se fait en alulant une base de Groebner des polyn�mes déri-vant les trois droites pour l'ordre lex(X8, ..., X1) ; on arrive normalement àdes équations de la forme X3 = f3(X1, X2), X4 = f4(X1, X2, X3), ..etc, d'oùl'existene du point d'apion par résolution du système triangulaire obtenu.L'algorithme se termine très rapidement sur tous les problèmes sauf lesbissetries. Pour e dernier, il boule trop longtemps pour avoir un résultaten temps raisonnable.
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