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Cadre d’étude

Code de calcul a entrées vectorielles et sorties fonctionnelles, coliteux.

X1 ... Xip y1(t) n(t) .. n(ty)

e d . =

Xml .- Xnp yn(t) ya(t1) ... yn(tq)
i=1.n,n~100a 1000; xj € R, t € [a, b].
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Cadre d’étude

Code de calcul a entrées vectorielles et sorties fonctionnelles, coliteux.

X1 ... Xip y1(t) n(t) .. n(ty)

— : =

Xml .- Xnp yn(t) ya(t1) ... yn(tq)
i=1..n,n~1004a1000; xjj € R, t € [a, b].

Objectif : prédiction de données fonctionnelles via un métamodéle.

Fig.: 100 sorties du code Cathare.
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Cadre d’étude

Code de calcul a entrées vectorielles et sorties fonctionnelles, coliteux.

X1 ... Xip y1(t) n(t) .. n(ty)

— : =

Xml .- Xnp yn(t) ya(t1) ... yn(tq)
i=1..n,n~1004a1000; xjj € R, t € [a, b].

Objectif : prédiction de données fonctionnelles via un métamodéle.

Fig.: 100 sorties du code Cathare. Fig.: Composante 4 des entrées.
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But de la classification

— ldentifier des sous ensembles C; des entrées / sorties tels que :
@ pour i # j, C; est bien distinct de C;;

@ tous les éléments de C; sont similaires.
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But de la classification

— ldentifier des sous ensembles C; des entrées / sorties tels que :
@ pour i # j, C; est bien distinct de C;;

@ tous les éléments de C; sont similaires.

Différents points de vue ménent a différentes solutions :

Fig.: Mélange de trois gaussiennes, u = (—6,0), (0,0),(2,0), 0 =2,0.5,0.5.
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But de la classification

— ldentifier des sous ensembles C; des entrées / sorties tels que :
@ pour i # j, C; est bien distinct de C;;

@ tous les éléments de C; sont similaires.

Différents points de vue ménent a différentes solutions :

Fig.: Mélange de trois gaussiennes, u = (—6,0), (0,0),(2,0), 0 =2,0.5,0.5.

Critére objectif pour choisir le nombre de clusters K7
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Apercu bibliographique

Principales méthodes de classification non supervisée :

@ partitionnement autour de points principaux (*);
exemples : k-means, nuées dynamiques.. ;

@ agglomérations hiérarchiques de "petits" clusters;
exemples : CAH, chameleon..;

@ partitionnement dans un graphe représentant les données;
exemples : clustering spectral, b-coloriage..;

@ clustering "évolutionnaire" d’inspiration biologique;
exemples : AntClust, CGA.. .

Benjamin Auder (CEA - UPMC) Classification de Données Fonctionnelles 28 mai 2009 4 /20



Apercu bibliographique

Principales méthodes de classification non supervisée :

@ partitionnement autour de points principaux (*);
exemples : k-means, nuées dynamiques.. ;

@ agglomérations hiérarchiques de "petits" clusters;
exemples : CAH, chameleon..;

@ partitionnement dans un graphe représentant les données;
exemples : clustering spectral, b-coloriage..;

@ clustering "évolutionnaire" d’inspiration biologique;
exemples : AntClust, CGA.. .

Plan : introduction a (*) dans le cadre fonctionnel : y(t) = uk(t) + 7% (),

puis analyse de la convergence des "fonctions principales".
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Plan

— A) Partition des (entrées +) sorties en K clusters,
— apprentissage supervisé entrées — clusters.

— B) Réduction de la dimension des sorties,

— régression adaptée sur les coordonnées réduites.
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Plan

— A) Partition des (entrées +) sorties en K clusters,
— apprentissage supervisé entrées — clusters.

— B) Réduction de la dimension des sorties,
— régression adaptée sur les coordonnées réduites.

@ Classification hiérarchique bayésienne
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Description générale (C. Zhou, 2003)
Discrétisation : y;; = yi(t;), i =1..n, j = 1..D.

© Quelle forme ont les courbes ? Corrélations prises en compte via h :
vii = h(Bi, t;) + e avec ejj ~ N(0,02) erreur de mesure (..etc);

Exemple : y;; ~ T f3;, avec

T =
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Description générale (C. Zhou, 2003)
Discrétisation : y;; = yi(t;), i =1..n, j = 1..D.
© Quelle forme ont les courbes ? Corrélations prises en compte via h :
vii = h(Bi, t;) + e avec ejj ~ N(0,02) erreur de mesure (..etc);
Exemple : y;; ~ T f3;, avec

T = - - - -
q
1 tp ... th
@ Quelle loi suivent les paramétres des courbes?

Bilzi = k, ¢, K ~ g(Bi, ¢x) ol z; est I'étiquette de y;,
¢1,...,0K paramétres des clusters;

Exemple : ¢ = (pik, Cx), &(Bis ¢x) ~ N (e, Ci)-
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Description générale (C. Zhou, 2003)
Discrétisation : y;; = yi(t;), i =1..n, j = 1..D.
© Quelle forme ont les courbes ? Corrélations prises en compte via h :
vii = h(Bi, t;) + e avec ejj ~ N(0,02) erreur de mesure (..etc);
Exemple : y;; ~ T f3;, avec

T = - - - -
q
1 tp ... th
@ Quelle loi suivent les paramétres des courbes?

Bilzi = k, ¢, K ~ g(Bi, ¢x) ol z; est I'étiquette de y;,
¢1,...,0K paramétres des clusters;

Exemple : ¢ = (pik, Cx), &(Bis ¢x) ~ N (e, Ci)-

© la numérotation des clusters est interchangeable :
P(zi = ki,...,zp = ko|m, K) = T17_{ 7,
m, = proportion du cluster k dans la population;
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Description générale - suite
@ Quelles lois suivent les macro-paramétres des clusters?
ok ~ f(dkly,K) avec y = (y1,--.,¥n);
Exemple : ¢ = (uk, Cx) avec px ~ N(m, C),
C,:l ~ Wishart(a, aC;!).
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Description générale - suite
@ Quelles lois suivent les macro-paramétres des clusters?
bk ~ f(dkly, K) avec y = (y1,...,¥n);
Exemple : ¢ = (uk, Cx) avec px ~ N(m, C),
C,:l ~ Wishart(a, aC;!).

© Tout ne peut étre déduit, donc au sommet : lois a priori;
Exemples :
7 ~ Dirichlet(d),
052 ~ Gamma(a, b),
K ~ Poisson(}) ...
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Description générale - suite
@ Quelles lois suivent les macro-paramétres des clusters?
¢k ~ f(¢k|)/7 K) avec y = ()/1,- : -uyn);
Exemple : ¢ = (uk, Cx) avec px ~ N(m, C),
C,:l ~ Wishart(a, aC;!).
© Tout ne peut étre déduit, donc au sommet : lois a priori;
Exemples :
7 ~ Dirichlet(d),

052 ~ Gamma(a, b),
K ~ Poisson(}) ...

Puis (n = paramétres globaux ¢2,4,...) :

ply,z,8,¢,m K,n) =p(y|3,n)p(Blz, ¢, K,n) [3]
p(zlm, K)p(n) 2]
p(¢[n, K)p(r|n, K)p(K) [1]
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Détermination de K

Idée : K dépend de la tolérance sur la représentativité des centroides i, et
donc des distributions des erreurs autour des centres.
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Détermination de K

Idée : K dépend de la tolérance sur la représentativité des centroides i, et

donc des distributions des erreurs autour des centres.

.51 K augmente,
e interprétation / lisibilité du résultat diminue, mais
@ précision (et complexité..) du modéle augmente.
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Détermination de K

Idée : K dépend de la tolérance sur la représentativité des centroides i, et
donc des distributions des erreurs autour des centres.

.51 K augmente,
e interprétation / lisibilité du résultat diminue, mais
@ précision (et complexité..) du modéle augmente.

Méthode
QO K—1;
@ tant que les clusters sont de taille suffisante (pour réduction de la

dimension, classification / régression), et qu’on retrouve les groupes
par classification supervisée + n-fold cross validation :

Q@ K+ K+1, retour en 1.
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Détermination de K

Idée : K dépend de la tolérance sur la représentativité des centroides i, et
donc des distributions des erreurs autour des centres.

.51 K augmente,
e interprétation / lisibilité du résultat diminue, mais
@ précision (et complexité..) du modéle augmente.

Méthode
QO K—1;
@ tant que les clusters sont de taille suffisante (pour réduction de la

dimension, classification / régression), et qu’on retrouve les groupes
par classification supervisée + n-fold cross validation :

Q@ K+ K+1, retour en 1.

Options alternatives : "saut de distorsion maximal", comparaison a K
clusters sur distribution uniforme ..etc.
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Exemple : régression a effets aléatoires

Fig.: 2 clusters avec
CCT toolbox de S.
Gaffney (2003),
régressions linéaires :
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Exemple : régression a effets aléatoires

Fig.: 2 clusters avec
CCT toolbox de S.
Gaffney (2003),
régressions linéaires :

Fig.: ..3 clusters :
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Bilan approches bayésiennes "fonctions principales

Avantages

+ Ajout / suppression d'un y; facile en "temps réel".
+ Traitement probabiliste des outliers.
+ Manipulation mathématique simple.

Benjamin Auder (CEA - UPMC)
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Bilan approches bayésiennes "fonctions principales

Avantages

+ Ajout / suppression d'un y; facile en "temps réel".
+ Traitement probabiliste des outliers.
+ Manipulation mathématique simple.

Inconvénients

- Estimation bayésienne de K : lourd, envisageable que si le nombre
de points de discrétisation D est petit (t,...,tp).
- Sélection de modéle(s).
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Bilan approches bayésiennes "fonctions principales

Avantages

+ Ajout / suppression d'un y; facile en "temps réel".
+ Traitement probabiliste des outliers.
+ Manipulation mathématique simple.

Inconvénients

- Estimation bayésienne de K : lourd, envisageable que si le nombre
de points de discrétisation D est petit (t,...,tp).

- Sélection de modéle(s).

Autre vision possible : on n'impose pas de modéle paramétrique sur les
clusters, qui sont alors déterminés par les relations entre les courbes.
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Plan

© Clustering en dimension réduite
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Remarques pratiques

Une fonction n'est jamais manipulée comme un objet de dimension infinie :
f € F([a,b]) = (f(t1),...,f(tp)) € RP en informatique.
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Remarques pratiques

Une fonction n'est jamais manipulée comme un objet de dimension infinie :
f € F([a,b]) = (f(t1),...,f(tp)) € RP en informatique.
Hypothése : les t; sont assez rapprochés pour calculer les intégrales

[ yi(t)b(t)dt avec une erreur négligeable, b € Ly([a, b]).

= D trop grand pour considérer (yi(t1),...,yi(tp)) comme une bonne
représentation (facile a interpréter ..etc) de y;.

"D = +00" — passage en dimension finie.
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Remarques pratiques
Une fonction n'est jamais manipulée comme un objet de dimension infinie :
f € F([a,b]) = (f(t1),...,f(tp)) € RP en informatique.
Hypothése : les t; sont assez rapprochés pour calculer les intégrales
[ yi(t)b(t)dt avec une erreur négligeable, b € Ly([a, b]).
= D trop grand pour considérer (yi(t1),...,yi(tp)) comme une bonne

représentation (facile a interpréter ..etc) de y;.

"D = +00" — passage en dimension finie.

Décomposition sur une base

On peut obtenir un nombre arbitraire de coefficients de décomposition sur
une base hilbertienne (b;);jcn de L([a, b]).
..Mais pas un nombre infini.

= Les coefficients ¢;; = (y;, bj) doivent converger rapidement vers 0.
On ne conserve que les premiers pour représenter y;.
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Hypothése principale

Base orthonormée b = by, ..., bj,... de Lo([a, b]) fixée,
n courbes y; : [a,b] — R, ¢;j = [ yi(t)bj(t)dt.

Hypothése

3(pj)jen suite croissante de R™ avec ¢; — +oo, IR > 0 tels que :

“+o0o
Vielnl, > ¢ici<R.
j=0

E = espace des fonctions vérifiant cette propriété.
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Hypothése principale

Base orthonormée b = by, ..., bj,... de L>([a, b]) fixée,
n courbes y; : [a,b] — R, ¢;j = [ yi(t)bj(t)dt.

Hypothése

3(pj)jen suite croissante de R™ avec ¢; — +oo, IR > 0 tels que :

“+o0o
Vielnl, > ¢ici<R.
Jj=0

E = espace des fonctions vérifiant cette propriété.
= Les courbes y € E ne sont pas trop "dispersées" :

Lemme

R2
Vy €E, |yll, < —=B8B.
¥o
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Définitions, objectifs
Courbes y; classées suivant leurs distances aux centres ¢j, j = 1..K.

M, = opérateur de projection sur les d premiéres fonctions de base

Distorsion empirique en dimension d (resp. oo sans {d,l4}) :

1~
Woal€) =5, 3 min [Malr) = )]
=
Distorsion moyenne en dimension d (resp. oo sans {d,[14}) :

Wq(c) = [Eng‘lif‘K IMg(y) — Na(cp)|1?

But : trouver un jeu de centroides c* € EX minimisant W/(c).
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Définitions, objectifs
Courbes y; classées suivant leurs distances aux centres ¢j, j = 1..K.
M, = opérateur de projection sur les d premiéres fonctions de base.

Distorsion empirique en dimension d (resp. oo sans {d,l4}) :

n

Woa(e) = >~ min [Ma() - Na(q)

i=1

Distorsion moyenne en dimension d (resp. oo sans {d,[14}) :
Wa(c) =By min [Maly) - Ma(c)II?

But : trouver un jeu de centroides c* € EX minimisant W/(c).

En pratique, supposant avoir c;; minimiseur global de Wy, quelle erreur
effectue-t-on en utilisant ces centres en dimension infinie ?

Question principale

lim  W(c,y) — W(c*)=0 7

n,d—-+o0
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Résultat

Proposition 1 : majoration de I'erreur de projection;

2R?
sup {W(c) — Wy(c)} < ——.
cCEk Pd+1

Proposition 2 : pour tout o > 0, Wy(cy) — Wy(c)) < a avec probabilité
au moins P(«a) (T. Linder, G. Lugosi, K. Zeger, 1994) :

7"(12
P(a) = max <O, 1 — 4(2n)k(@+1) g51252 > :
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Résultat

Proposition 1 : majoration de I'erreur de projection;

2R?
sup {W(c) — Wy(c)} < ——.
cCEk Pd+1

Proposition 2 : pour tout o > 0, Wy(cy) — Wy(c)) < a avec probabilité

au moins P(«a) (T. Linder, G. Lugosi, K. Zeger, 1994) :

7"(12
P(a) = max <O, 1 — 4(2n)k(@+1) g51252 > :

Théoreme :
Soit & > 0, et d € N*. Alors avec probabilité au moins P(«) :

4R?
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Bilan, ouvertures

Alternative : méthode des projections aléatoires (G. Biau, L. Devroye, G.
Lugosi, 2005) :
Ci1,---,Cjj,... représentation orthonormée de y;,
@ pour N, variables aléatoires gaussiennes, calculer c,.(k) = Zf_of Nijcij;
@ clustering des données ) ,c(d) dans I'espace R¢.

Posant alors d = [4(2/2 — £3/3) " log(n//3)],
avec une probabilité > (1 —9)(1 —e™) :
< 24kB + 12B+/2x 4

W(cng) = W(c") < NG

4eB.
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Bilan, ouvertures

Alternative : méthode des projections aléatoires (G. Biau, L. Devroye, G.
Lugosi, 2005) :
Ci1,---,Cjj,... représentation orthonormée de y;,

@ pour N, variables aléatoires gaussiennes, calculer cl.(k) = Ef:"f Nijcij;

@ clustering des données c(l), e ¥ dans I'espace RY.

Posant alors d = [4(2/2 — £3/3) " log(n//3)],
avec une probabilité > (1 —9)(1 —e™) :
< 24kB + 12B+/2x 4

W(cng) = W(c") < NG

4eB.

Probléme J

En pratique, il faut aussi une hypothése de décroissance forte des cj;.

Autres pistes : bases locales pdt. le clustering, courbes principales ...
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Plan

© Tests
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Comparaisons |

Méthode Taux d’erreur )

K-Means 37% A ya
Hiérarchique + Ward 2% ; ”f L _ \ 
Clustering Spectral 0% IV AN \
Bayésien RL 12%

Fig.: fapb.c sur [—4, 4], groupe 1 & gauche, groupe 2 a droite.

Fonction f5 ¢ : X — pk(x) + asin(x) + bcos(x?) + cx24_ox3,

avec pu1(x) = 0.5sin((0.5x)3), pa(x) = —3e /8 /27 4+ 0.7,
(a, b, c) perturbation aléatoire gaussienne.
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Comparaisons Il

Méthode Taux d’erreur

K-Means 47% P
Hiérarchique + Ward 46% ) e
Clustering Spectral 46% | 7 .
Bayésien RL 56% L

Fig.: fop sur [1,5], groupe 1 a gauche, groupe 2 3 droite.

Fonction £, p : x —

sin(ax)

X

_'_ e—bX

(a, b) uniforme sur le segment 3b = a, b € [0,1] pour 1 & 150,

puis uniforme sur 3(b — 0.25) = a, b € [0.25, 1] (courbes 151 a 300).
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Conclusion

Model-based clustering

Les données suivent un certain modéle choisi dans un "dictionnaire" ;
z; déterminé par maximisation de P(z]...).

Model-free clustering

Données organisées en groupes de similarité de nature inconnue;
Clustering sur similarités s(y;, y;) supposées connues.
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Conclusion

Model-based clustering

Les données suivent un certain modéle choisi dans un "dictionnaire" ;
z; déterminé par maximisation de P(z]...).

Model-free clustering

Données organisées en groupes de similarité de nature inconnue;
Clustering sur similarités s(y;, y;) supposées connues.

Classification suivant un modéle :
@ interprétation, analyse et manipulation plus faciles;
o clusters peu fiables si aucune connaissances a priori.

= 3 utiliser en priorité dans les cas ol la forme des courbes est connue.
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Conclusion

Model-based clustering

Les données suivent un certain modéle choisi dans un "dictionnaire" ;
z; déterminé par maximisation de P(z]...).

Model-free clustering

Données organisées en groupes de similarité de nature inconnue;
Clustering sur similarités s(y;, y;) supposées connues.

Classification suivant un modéle :
@ interprétation, analyse et manipulation plus faciles;
o clusters peu fiables si aucune connaissances a priori.
= 3 utiliser en priorité dans les cas ol la forme des courbes est connue.

"Best of two worlds" :
@ détermination automatique de modéle, et/ou
@ similarité vectorielle sans pertes d’information.

Benjamin Auder (CEA - UPMC) 28 mai 2009 20 / 20



	Classification hiérarchique bayésienne
	Clustering en dimension réduite
	Tests

