MVA101 Analyse et calcul matriciel — Cours n°13 Jacques Vélu (CNAM)

Chapitre 11 — Valeurs propres — Vecteurs propres

1 Introduction

1
1. Probléme : Soit A = ( 1 ) Calculer A" avec0<n<5:

10 41 14 5
A0 = Al = A2 =
0 1 2 1 -10 -1
46 19 146 65 454 211
A3 = At = A5 =
( -38 11 ) ( ~130 —49 ) ( —422 179 )

Et combien vaut A" ?
=2"+2.3" =2+ 3"
A" =
2.2 -2.3" 2.2n 3"

2. Ce qui est compliqué dans le calcul des puissances d"une matrice, c’est que tous les coefficients
se dispersent au cours des multiplications :

3 2 2,32
. 2 +be ab+db a® + 2bca + bed ba* + bda + bd* + b“c
M:(c d) M? = M3 =
2
ac+de d+be ca® + cda + bc* + cd? d3 + 2bcd + abe

Il'y a un cas ot1 c’est facile :

Ay 0 -~ 0 A0 e 0

0 Ay -+ 0 0 A7 - 0
Théoréme D=| . . ) = D= . .

0 0 - Ay 0 0 - A

Remarque : Si A; # 0 pour tout 7, la formule vaut pour tout n € Z.

3. Théoréeme : Soit P une matrice inversible. Si A1, Ay, ..., A, sont des matrices quelconques et :

Bi=PAP! By=PAP' ... B,=PA,P!
alors : BiBy---B,=PA;Ay---A,P7!
En particulier : B=PAP! = B'=PA"P!

Démonstration : ByByBs--B, = (PAl P‘l) (PA2 P—l) (PA3 p—l) (PAn P—l)

= PA; (P P) Ay (P"' P)As (P -+ P)A, P!
= PATA[As -+ A, P!
=PA Ay A; - A,P7!
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4. Méthode pour calculer A" connaissant une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles
que A = PDP~': on calcule D" puis| A" = PD"P"!

41\ (1 -1 30 2 1
2 1) -1 2 0 2 1 1
e e e e e
A P D P

4 1\ ( -2"+2.3" —n 4 3n
2 1) \2.2n—-2.3" 2.1 _3n

2 Valeurs propres — Vecteurs propres

Exemple :

1. Quand il existe P et D telles que A = PD P~! ont dit que A est diagonalisable.

Une matrice A étant donnée, on cherche ce que pourrait étre la matrice P si A était diagonalisable :

A=PDP! < AP=PD

Acy MG

Conclusion : Les colonnes de P doivent forcément vérifier une égalité du type :

avec A un nombre et ¢ une matrice colonne non nulle.

Quand on a une telle égalité, on dit que A est une valeur propre de A et que c est un vecteur propre
pour la valeur propre A.

2. Comment trouver des valeurs propres et des vecteurs propres ?
On suppose que A est une matrice carrée d’ordre p. On note a; ; ses coefficients et X; ceux de la
colonne c.
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L'égalité Ac = Ac équivaut au systeme :

a1 X1 + a2 Xz + -+ Oél,p Xp = A X1
a1 X1 + a2 X + - 4+ a2 Xp = AXp
apy X1+ app Xo + + Xy = AX,

e Parce que les inconnues sont Xj, X», ..., Xy et A, ce n’est pas un systeme linéaire !

e Siles inconnues étaient seulement X1, Xo, ..., X, ce serait un systeme linéaire dont on trouverait
les solutions par la méthode du pivot.

(al,l - /\) X1 + a1 Xz + .- 4+ OLLP Xp =0
a1 X1 + (0(2,2 - A) X + -+ azp Xp =0
ap1 X1 + ap2 X5 + - 4+ (ap,p -A) Xp =0

o C’est un systeme linéaire homogene dont on cherche les solutions non nulles.

e Pour que ce systeme ait une solutions non nulle, il faut et il suffit que le déterminant de A — A ],
sa matrice des coefficients, soit nul.

Théoréeme : A est une valeur propre de A si et seulement si ’ det(A-AI)=0 ‘

3. Théoreme : a1—z  @p e Qi

ansq Qoo —2Z - a2p
9,(z) = det(A —zI) =

ap,l ap,Z M ap/p —Z

est un polyndme ; on l'appelle le polynome caractéristique de A.

0,2) =det(A) + -+ (-1 e +anp + -+ app) 2+ (1)

tr(A)
tr(A) est la trace de A. Les valeurs propres de A sont les nombres A tels que ¢,(A) = 0.
4. Exemples

Exemple 1: A=(Z Z) 9,(2) = =(a—2z)d-2z)—bc=(ad—bc) — (a+d)z + 2>

d—z

Exemple 2 : Les valeurs propres d"une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux.

a1 Az o Op L —z a1,2 T A1,p
0 dpoy A2 0 Ao —2Z - [2%)
_ ’ P _ ’ P
A= P4(2) =
0 0 - oy 0 0 ey —Z

Pa(2) = (@11 —2)(a22 —2) -~ (app — 2)
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Exemple 3 : Il existe des matrices qui ne sont pas diagonalisables.
11
4 —( 01 ) (2= (1=2)(1-2)

Si A était diagonalisable, les coefficients diagonaux de la matrice D, vérifiant ,(A) = 0 seraient
forcément égaux a 1, D serait la matrice identité, et A = PD Pl=1 ce qui est faux. Donc A n’est
pas diagonalisable !

5. Théoréme de d’Alembert-Gauss

Soit  un polynome de degré p > 1, a coefficients complexes, dont le coefficient du terme de plus
haut degré est a. Alors, il existe des nombres complexes p1, p2, ..., ps et des entiers strictement
positifs my, my, ..., m;s tels que :

Piz)=az—p1)"(@z—p2)™ - (z—ps)™ avec mip+my+---+ms=p

Tous ces nombres sont uniques a I'ordre pres : les nombres p; sont les racines de P, 'entier m; est
la multiplicité de la racine p; : quand m; = 1 la racine est simple, quand m; = 2 la racine est double,
quand m; = 3 la racine est triple, etc. Dans le cas général, la racine est d’ordre m;.

6. Si A est une valeur propre de A, les vecteurs propres pour la valeur propre A sont les solutions non
nulles du systeme linéaire homogene (A — AI)X = 0.

On sait que A possede des valeurs propres et qu’en résolvant ce systeme par la méthode du pivot,
on pourra trouver des vecteurs propres pour faire les colonnes de P.
En aura-t-on assez pour fabriquer une matrice P inversible ?

On note v(A) le nombre d’inconnues non principales du systeme homogene (A — A)X =0.

Théoréme :

e Sim(A) est la multiplicité de la valeur propre A on a toujours :

1 <o(d) <m()]

e La matrice A est diagonalisable si et seulement si v(A) = m(A) pour chaque valeur propre A.

Théoréeme : Soient A une matrice diagonalisable, A une valeur propre de A et m(A) sa multiplicité.
o Il y a m(A) coefficients diagonaux de D égaux a A.
o Il y a m(A) colonnes de P qui sont des vecteurs propres pour A.

e Si la k¢ colonne de P est un vecteur propre pour A, le k° coefficient diagonal de D est égal a A.

3 1 1
7. Exemple : A= -8 -3 -4 9,2 =2-2)(1- 2)?
6 3 4
3X; + Xy + X = 2X; X1 + X + X3 =0
e A=2 —8X1 - 3X2 - 4X3 = 2X2 — —8X1 - 5X2 - 4X3 =0
6X1 + 3X2 + 4X3 = 2X3 6X1 + 3X2 + 2X3 =0
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1
v(2) =m(2) =1 Le calcul montre que les vecteurs propres sont les multiples de | —4
3
3X;7 + Xy + X3 = X 22X, + X + X3 = 0
e A=1 —8X1 - 3X2 - 4X3 = Xz — —8X1 - 4X2 - 4X3 =0
6X; + 3Xo + 4X3 = X3 6X; + 33X + 3X3 = 0
1 0
v(1) =m(1) =2 Le calcul montre que les vecteurs propres sont les colonnes u| -3 |[+v| 1
1 1
110 3 1 1 1 10200 2 1 1
e AvecP=| -4 -3 1 |ona: -8 -3 4 |=| 4 31 010 -1 -1 -1
3 1 1 6 3 4 3 11 0 01 5 2 1

——— —————
A P D p-1

Remarque : Quand m(A) =1, ona v(A) = 1 puisque 1 < v(A) < m(A) et, du coup, v(A) = m(A).
Conséquence : Une matrice qui a toutes ses valeurs propres simples, est diagonalisable.

8. Cas des matrices réelles : Quand A est réelle, p, (z) est a coefficients réels.

Théoreme :
e Si A est une valeur propre qui n’est pas réelle, A aussi est une valeur propre et m(A) = m(A).

e Les vecteurs propres pour A s’obtient en conjugant les vecteurs propres pour A.

cosf® -—sinf

Exemple : A = ( sin@  cos0

) 94(2) = (€0 = 2)(e7? - 2)

o 1= o0 —isinfX; — sinf0X, = 0
— sin0X; — isinfX, = 0

les vecteurs propres sont les multiples de ( 11 )

o1z oi0 +isinfX; — sin0X, = 0
= sin6X; + isin6X, = 0

les vecteurs propres sont les multiples de ( _11. )

3 Exponentielle de matrice

1. Un systeme différentiel linéaire, homogene, a coefficients constants, est un systeme du type :

X)) = a0 Xa(t) + a2 Xo(H) + 0+ aqp Xp(h)
X5 = az1 Xa(t) + a2 Xo(t) + -0 4+ agp Xp(h)
Xpt) = ap1 Xa(t) + ap2 Xo(t) + -+ X

avec des fonction inconnues X1, X, ..., X}, de la variable f et des coefficients constants «; ;.

5
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a1 2 o Gy X1
.. X _
En posant A = @21 @22 Bl ot X = ‘ 2 le systéme devient: | X'(f) = AX(t)|.
Ap1 Qp2 o Opp Xp

2. Théoréme : Les solutions d’un tel systeme sont développables en série entiere, avec un rayon
de convergence infini.

(=Y LX0) = X)= Y =x0)

n=0 n=0

t 2
MO+ RO+ ZH O+ a0y (XGO) (O

t
X(t): ...................... :+ﬁ+5+
t ., £, X, (0 \x0 x70
XP(O)'FFXP(O)'FEXP(O)'F P( ) P( ) P( )

3. Par récurrence : | X'(H) = AX(®H)| = | X"(t) = A" X(t)| donc:

X(t) = X(0) + %A X(0) + ;—Z'AZ X(0) +--- = (1 +

t

tZ
1'A+EA2+---)X(O)

etA

X' () =AX®H)| = | X(@) = e X(0)

X)) = 4X() + X(f) 4 1
4. Exemple : A=
Xy = —2Xi1(0) + Xa() 21
21 3 mp 3ngh
_nn .nn _nn n - + 2. — +
‘A Zt”A” " 2423 2+3 n! n! n! n!
e = = —_— =
= M 2203 2.2n-3 | |, 2, 3 2"t 3"
=z =z = 2 . —_ 2 . 2 . —_
n! n! n! n!
X1 () -2t 423 —2t 163 \( X1(0)
Xo(h) 202 =263 202 — 6% || X5(0)

Xi(t) = (= X1(0) = X2(0)) 2 + ( +2X;(0) + X2(0)) €

Xa(t) = ( +2X31(0) +2X5(0)) € + (= 2X;(0) — X2(0)) e



