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Dans tout ce chapitre, on ne considérera que des matrices carrées.

MATRICES INVERSIBLES

Définition 1 :

Une matrice A € ./, (R) est dite inversibles’il existe une matrice B € .4, (R) telle que :

AB=I, et BA=I,

Si B existe, elle est appelée inverse de A et notée AL,

Remarque :
» Lanotion de matrice inversible n’a de sens que pour des matrices carrées.
¢ Une matrice inversible admet un unique inverse :
On suppose qu’il existe deux matrices B; et By dans .4, (R) telles que AB; = B1A =1,
et ABZ = BZA = In AlOI'S, en particulier, (BIA)BZ = InBz = Bz et (BlA)Bz = Bl(ABZ) =
B1I,, =B, et donc B; = B,.

Exemple :

1. La matrice identité est inversible et I,,! =1, car :

2. La matrice A = (i i) est inversible etA_lz(_l1 _21).En effet :
2 (1 -1 _(1 0)_,
1 1)\-1 2) o 1)
1 -1)(2 1) _(1 0)_,
-1 2J{1t 1) \lo 1/

3. La matrice carrée nulle O, n’est pas inversible car :

YMe . #,R), O,xM=Mx0,=0,#I-n

0 00
4. LamatriceA=|1 2 3| n’estpaslamatrice nulle mais elle n’est pas inversible pour
4 5 6
autant : quelle que soit la matrice par laquelle on la multiplie a droite, la premiere
ligne du résultat sera constitué de trois zéros et donc la matrice produit ne peut pas
étre égale a 3.

Si P et Q sont deux matrices de .4, (R) telles que PQ =1I,,, alors P et Q sont inversibles, eton a:

P1l=Q e Q'=P

Exemple :
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4 —
e Considérons les matrices P = (3 Z) etQ= ( 35 _74) Alors :

ro-[s 357 )6 1)

Ce qui prouve que P et Q sont inversibles et qu’elles sont inverses I'une de I'autre.

1 1 1
1 1 1 3 3 3
e Considéronsles matricesP=|1 -1 0 |[etQ= % %2 % .Alors:
10 -1 11 =2
3 3 73
1 1 1
1 1 1 3 3 3 1 0 0
PQ=|1 -1 0|3 & 31|=|0 1 0|=I;
1 0 -1Jl1 1 =2 0 01
3 3 3

Ce qui prouve que P et Q sont inversibles et qu’elles sont inverses I'une de I'autre.

Si P et Q sont deux matrices de .4, (R) telles que PQ = Al avec A # 0, alors P et Q sont inversibles,
etona:

Pl=tqQ et Ql==P
A A

1 1 3 0 -5 -5
Exemple : Considérons les matricesP=|-1 -2 -1]|etQ=|-2 -4 2 |.Alors:
-1 2 1 4 3 1
1 1 3 0 -5 -5 10 0 O
PQ=|-1 -2 -1||{-2 -4 2 (=10 10 O |=10I3
-1 2 1 4 3 1 0 0 10
=1 =1 1l 1 3
. 2. 2 ) 10 10 10
Ce qui prouve que P et Q sont inversibles et que P~ = _?1 ?2 % etQ = I—é _?1 I—é
= 1
5 10 10 0 5 10
Remarquons que le cas des matrices diagonales est facile :
\
d 0 .. 0
L 0 d . I . . .
Une matrice diagonale D= | est inversible si et seulement si ses coefficients dia-
3 . .0
0 ... 0 d,
gonaux d; sont tous non nuls. Dans ce cas :
1
@ 0 0
1
D l= O @
0
1
0 0 T
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Exemple :
1
3 0 o0\ 3 0 0
0 -1 0 =({0 -1 O
0 0 2 0 0 %

Proposition 2 :

Soit A une matrice triangulaire supérieure ou inférieure de .4, (R). La matrice A est inversible si et
seulement si ses termes diagonaux sont tous non nuls.

b

Exemple :
2 0 O
e Lamatrice|-5 1 0 |estinversiblecar?2, 1 et —4 sontnon nuls.
3 0 —4
23 0
o Lamatrice [0 0 4 | n’est pas inversible car le deuxieme coefficient diagonale est
0 0 -1

nul.

Proposition 3 :

Soient A, B et C dans .4 (R).
« SiA estinversible, alors A~! est inversible et (A™1)~! = A.
« Si A et B sont inversibles, alors AB est inversibles et (AB)"! =B~ !A~L.
o Si A estinversibles, alors A est simplifiable a gauche et a droite, c’est-a-dire :

AB=AC = B=C

BA=CA = B=C

Terminons avec le cas des matrices carrées de taille 2.

Proposition 4 :

- \
A= (Z Z) est inversible si et seulement si ad — bc # 0. Dans ce cas :
1 d -b
e
ad—bc\-c a

Preuve. On commence par observer que :

a b\(d -b ad - bc 0
(c d)(—c a)_( 0 ad—bc)_(ad_bc)Iz

Ce qui prouve que si ad — bc # 0 alors A est inversible et
1 d -b
Al =
ad—bc (—c a )

-b
), onaAB=0.,.
a

Si par ailleurs, ad — bc =0, alors en posant B = (

Raisonnons par I'absurde et supposons que A soit inversible. Alors, on aurait B=A"'AB=A"10, = 0,

4
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, ce qui donnerait a= b =c=d =0 et donc A = O,. Or, la matrice nulle d’ordre 2 n’est pas inversible.
Contradiction. Donc, A n’est pas inversible. ]

Exemple : Les matrices suivantes sont-elles inversibles? SI oui préciser leur inverse.

1 2 4 =2
1. A= (3 4). Onalx4-2x3=-2#0donc A est inversible et A™! = }2(_3 1 ) =
=3 1
2 2
3 6 , . .
2. B= 9 4 .3x4—-2x6=0doncBn’est pas inversible.

CALCUL EFFECTIF DE I’INVERSE D’UNE MATRICE

Calcul de I'inverse par la résolution d'un systeme

Soit A € 4,(R). La matrice A est inversible si et seulement si pour tout Y € .4, 1 (R), le systeme
linéaire AX =Y admet une unique solution.

Méthode 1 : Montrer qu'une matrice est inversible et calculer son inverse

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, on résout le systeme AX =Y d’inconnue X € 4,1 (R) en
fonction de Y € 4,1 (R) quelconque fixé, puis on discute :

« Sile systtme admet une unique solution X = BY aalors A est inversible et A™! = B.

 Sinon, la matrice n’est pas inversible.

1 -7 11
Exemple : Montrons que la matrice A= |—-1 12 -19| est inversible et déterminons son
0 -3 5
inverse.
a X
SoitY = | b | une matrice de .43 ;(R). Pour toutX = | y | € 435, (R), on ales équivalences :
c z
1 -7 11 X a
AX=Y = (—1 12 -19||yl=|»
0 -3 5 z c
x — 7y + 1llz = a
— { - x + 12y - 19z b
- 3y + 5z = ¢
x — 7y + llz = a
@{ S5y — 8z = a + b Ly —Lo+1;
- 3y + 5z = ¢
x — 7y + 1llz = a
— { 15y — 24z = 3a + 3b L, < 3L,
- 15y + 25z = 5¢ Lg<5Lg
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x — 7y + 1llz = a
= 15y — 24z = 3a + 3b
V4 = 3a + 3b + b5¢ Ly —L3+Lo
x — 7y + llz = a
= 15y = 75a + 75b + 120c
z = 3a + 3b + b5¢
x — 7y + 1llz = a
— ¥y = 5a + 5b + 8¢
z = 3a + 3b + b¢
X = 3a + 2b + ¢
< <{y = ba + 5b + 8¢
z = 3a + 3b + 5¢

X 3 2 1)\(a
<~ |y|=|5 5 8||b
z 3 3 5)\c

Finalement, la matrice A est inversible et son inverse est donné par Al =

w o Ww
w N
o1 0O =

Calcul de I'inverse par la méthode du pivot de Gauss

Soit A dans .#,(R). La matrice A est inversible si et seulement si une suite d’opérations élémen- |
taires sur les lignes de A transforme la matrice A en une matrice B inversible.

Deés lors, en transformant la matrice A en la matrice identité a I’aide d’opérations sur les lignes et
en effectuant simultanément les mémes opérations sur la matrice identité, on obtient I'inverse de
Ja matrice A.

Méthode 2 : Méthode de Gauss-Jordan

En pratique, pour transformer A en I,,, on commence par transformer la matrice A en une matrice |
triangulaire supérieure par la méthode du pivot de Gauss, ce qui permet déja de savoir si A est
inversible ou non. Le cas échéant, on transforme alors la matrice triangulaire obtenue en la matrice
‘identité. C’est la méthode de Gauss-Jordan.

J

J

Exemple : On considere la matrice P :

Montrer que la matrice P est inversible et déterminer son inverse.
On utilise donc la méthode de Gauss-Jordan.

1 1 0ftoo0 (1 1 0[100 (1 10[100
0 1 0/0 1 o]=2"L10o 1 olo 1 ol=2="21(0 1 0/0 1 0
-1 -2 1]/0 0 1 0 -1 1|1 0 1 00 1/1 1 1
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La matrice obtenue est triangulaire supérieure avec tous ses pivots non nuls donc elle est
inversible. Par théoréme, la matrice P est elle aussi inversible. Poursuivons la méthode :
R 1 00(1 -1 0
27172 1o 1 0lo 10
0 0 1|1 1 1
1 -1
Donc, la matrice P est inversibleetP"' = [0 1
1

=)
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EXERCICES
1 1 =2
m Onnotel=I3etondonne:A=|-1 -1 2
-2 =2 0

1. a. Calculer A%, puis A3,
b. En déduire que A n’est pas inversible.
2. a. Calculer [—A)(I+A+A?).
b. En déduire que I — A est inversible et donner son inverse.

3. Montrer également que I + A est inversible et donner son inverse.

1 1 -1
1. On consideére la matriceA=|0 -1 2
0 O 1

a. Calculer AZ.

b. La matrice A est-elle inversible? Si oui, expliciter son inverse.

1 1 -2
2. On considere la matriceA=|-1 -1 2
-2 =2 0

a. Calculer A3,

b. La matrice A est-elle inversible? Si oui, expliciter son inverse.

2 -1 2
3. On consideére la matriceA=| 5 -3 3
-1 0 =2

a. Calculer —A3 —3A2 —3A.

b. La matrice A est-elle inversible? Si oui, expliciter son inverse.

1 0 2
4. On considere la matriceA=|0 -1 1].
1 -2 0

a. Calculer A —A.

b. La matrice A est-elle inversible? Si oui, expliciter son inverse.

m On considere la matrice :

0 -3 -1
A=|1 4 1
-1 -3 0

1. Calculer A? —3A +2I5.

2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

m On considére les matrices :

1 -3 2 1 1 0
A=(-1 2 O et B=|-1 -2 1
-5 9 -3 -1 -2 1
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1. Calculer A3. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

2. Calculer B3. La matrice B est-elle inversible?

m On considére la matrice :

2 2 3
A=11 -1 0
-1 2 1

En résolvant un systéme, montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.

1. On considére la matrice :
011
A=]1 0 1
1 10

Démontrer que cette matrice est inversible et calculer son inverse.

2. Résoudre le systeme linéaire :

y + z =1
X + z = 2
X + y = 3
-3 1 2
1. Montrer que lamatriceA=| 1 -1 2 [estinversible et déterminer son inverse.
-3 4 -8

2. Résoudre les systémes (S;) et (S») suivants:

-3x + y + 2z = 4 -3x + y + 2z =1
(S1): X -y + 2z = =2 (S2): X -y + 2z =
-3x + 4y - 8z = 4 -3x + 4y - 8z = 3

m Les matrices suivantes sont-elles inversibles? Si oui, calculer leur inverse.

2 31 -1 0 0
IA=13 62 5. E=[0 -3 0
1 21 1
o o i
2 2 -1 L1
2.B=|2 -1 2 6. F=|0 -2 2
-1 2 2 T B
11 1
1 =3 -1 2 -2 1
8. C=(-2 7 2 7.G=|2 -3 2
3 2 3 -1 2 0
2 3 4 0
wpo[? b i=[! 0]
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m Soit (x,) nen €t (¥n) nen les suites définies par la donnée de xp = 1, yp = 0 et les relations
de récurrence
{ Xn+1
y n+1

valables pour tout entier naturel n.

Xn + %yn
Xn + Zyn

WD |~

. X
On pose, pour tout entier naturel n, U, = ( ")
n

1. a. Donner Uj.
b. Déterminer une matrice A telle que, pour tout entier n = 0, on ait : U, ;1 = AU,,.

c. Montrer, par récurrence, que, pour tout entier naturel n, on a: U, = A"Uy.

2. OnposeP = (2 _11) Vérifier que P est inversible, avec P~ = 11—7 (é _19)
3. SoitD=P~'AP.
a. Calculer D, puis pour tout entier n = 0, donner D" en fonction de n.
b. Montrer que A=PDP !,
4. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier n=0,ona: A” = PD"P~1,
b. En déduire 'expression de A”.

c. Déterminer x, et y, en fonction de n, puis lim x,et lim y,.
n—+oo n—+oo

m Soient les matrices :

%%0 1 1 0 100 (1
A=[0 £ of, P=[o0 10,D:0§0etX1:§1
£ 01 -1 -2 1 00 1 1

PartieA:
1. Montrer que la matrice P est inversible et déterminer son inverse.
2. Déterminer D¥ pour tout entier naturel k.

3. Montrer que A = PDP~! et que pour tout entier naturel k,
A¥ = pDFp1,

4. Déterminer P~1X; et en déduire par récurrence que pour tout entier naturel k :

— —~
N—
bl

wino wirny
~—
kol

AFX, =

W= W=

—
|
[SST] S
—
wln
N—

tan

PartieB:
On étudie le comportement d'un consommateur M a partir d'une semaine donnée (appelée
"semaine 1"). Ce consommateur choisit chaque semaine chez le patissier un dessert parmi
les trois desserts A, B et C.
On considere en outre que :
¢ si M achoisile dessert A la semaine n, alors la semaine n +1 il choisit le dessert A avec
une probabilité de % ou le dessert C avec une probabilité de % ;

10
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¢ si M achoisile dessert B la semaine n, alors la semaine n +1 il choisit le dessert A avec
une probabilité de 1 ou le dessert B avec une probabilité de  :

e si M a choisi le dessert C la semaine n, il reprend le dessert C la semaine n+1;

 le consommateur choisit de maniére équiprobable son dessert la premiére semaine.

On notera pour tout entier naturel non nul 7 :

e A, l'évenement: "M a choisi le dessert A la n-iéme semaine ";

e B, I’événement : "M a choisi le dessert B la n-iéme semaine ";

e C,l'évenement: "M a choisi le dessert C la n-ieme semaine ";

On note aussi :
P(AR)

U, =|PB,)
(&)

1. Donner P(A;), P(B;), P(Cy) ainsi que les probabilités :

Pa,(Ans1), Pa,Bri1), Pa,(Cpi1),
Pg,(An+1), Pg,Br+1), Pg,(Cui1),
Pc,(An+1), Pc,Br+1), Pc,(Cuir).

2. ATaide de la formule des probabilités totales, justifier avec soin que :
1 1
P(Ans1) = gP(An) + gP(Bn)-

Donner de méme des relations exprimant P(B,,11) et P(C,+1) en fonction de P(A,),
P(B,) et P(Cy).

3. a. Montrer que pour tout entier naturel nonnul 2 :
Up+1 =AU,

b. Montrer que pour tout entier naturel non nul n :
U,=A"1X;.

4. En déduire, en fonction de 7, la probabilité (A ;) ainsi que sa limite n tend vers +oo.

11
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